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Ïðåäãîâîð

Âòîðà ÷àñò íà êóðñà ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç âêëþ÷âà òåîðèÿ íà èíòåãðàëà íà
ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà. Âêëþ÷åíè ñà êëàñè÷åñêèòå ðàçäåëè îò àíàëèçà: íåîïðåäåëåí
èíòåãðàë è ìåòîäè çà íåãîâîòî ïðåñìÿòàíå; îïðåäåëåí (Ðèìàíîâ) èíòåãðàë; íåñîáñòâåí
èíòåãðàë; ïðèëîæåíèÿ íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë â àíàëèçà, ãåîìåòðèÿòà è ôèçèêàòà.

Ïðåäëàãàíèòå ëåêöèîííè çàïèñêè ñà íàïèñàíè âúç îñíîâà íà ÷åòåíèòå îò àâòîðà ëåê-
öèè ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç � Äèôåðåíöèàëíî ñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëè-
âà ïðåä ñòóäåíòè îò ñïåöèàëíîñòèòå ½Ìàòåìàòèêà�, ½Ïðèëîæíà ìàòåìàòèêà�, ½Ñîôòóåðíè
òåõíîëîãèè è äèçàéí�, ½Èíôîðìàòèêà�, ½Ñîôòóåðíî èíæåíåðñòâî� âúâ ôàêóëòåòà ïî Ìàòå-
ìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ñïåöèàëíîñòèòå ½Ôèçèêà è ìàòåìàòèêà�, ½Èíæåíåðíà ôèçèêà� âúâ
ôàêóëòåòà ïî Ôèçèêà è ñïåöèàëíîñòèòå ½Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�, ½Èíôîðìàöèîííè
òåõíîëîãèè, ìàòåìàòèêà è îáðàçîâàòåëåí ìåíèäæìúíò� âúâ ôèëèàëà â ãðàä Ñìîëÿí íà
Ïëîâäèâñêèÿ óíèâåðñèòåò �Ïàèñèé Õèëåíäàðñêè�. Ëåêöèîííèòå çàïèñêè ñà ÷àñò îò ó÷åá-
íèòå ïîìàãàëà ïî ïðîåêòà BG051PO001-4.3.04-0064 ½Ïëîâäèâñêè åëåêòðîíåí óíèâåðñèòåò
(ÏåÓ): íàöèîíàëåí åòàëîí çà ïðîâåæäàíå íà êà÷åñòâåíî å�îáó÷åíèå â ñèñòåìàòà íà âèñ-
øåòî îáðàçîâàíèå�. Â èíòåðíåò ñòðàíèöàòà íà ½Ïëîâäèâñêè åëåêòðîíåí óíèâåðñèòåò� ñà
âêëþ÷åíè ñúùî òàêà òåñòîâå ïî âñÿêà òåìà è ôàéëîâå ñ êîäà íà Maple, êîèòî èëþñòðèðàò
ïðèëàãàíåòî íà êîìïþòúð çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç.

×åòèðè îñíîâíè åëåìåíòà ïðèñúñòâàò â ëåêöèîííèòå çàïèñêè: ïúëíî èçëàãàíå íà îñ-
íîâíèòå ðåçóëòàòè ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç � èíòåãðàëíî ñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà
ïðîìåíëèâà; èëþñòðàöèÿ íà îïðåäåëåíèÿòà è òåîðåìèòå ñ ïðèìåðè è ÷åðòåæè; èçïîëçâàíå
íà êîìïþòúð çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è; ïðåäñòàâÿíå íà êðàòêà áèîãðàôèÿ íà ìàòåìàòèöèòå,
äîïðèíåñëè çà âñåêè åäèí îò èçó÷àâàíèòå ðåçóëòàòè â êóðñà.

Ïðè èçëàãàíåòî íà òåîðèÿòà ñìå ñå ïîñòàðàëè äà ðàçãëåäàìå âñè÷êè íàé�ñúùåñòâåíè
ïîíÿòèÿ è òâúðäåíèÿ îò Ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç � èíòåãðàëíî ñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ íà åä-
íà ïðîìåíëèâà. Èëþñòðèðàëè ñìå ïîíÿòèÿòà è òâúðäåíèÿòà êàêòî ñ ëåñíè ïðèìåðè, òàêà
è ñ ïî�ñëîæíè ïðèìåðè. Äåìîíñòðèðàëè ñìå ïðèëîæåíèå íà òåîðåìèòå â çàäà÷è îò äðóãè
êëîíîâå íà åñòåñòâåíèòå è ïðèðîäíèòå íàóêè. ×åðòåæèòå ñà èçðàáîòåíè èëè íà Maple èëè
íà GeoGebra. Äèíàìè÷íàòà ñðåäà íà GeoGebra ïîçâîëÿâà äà èëþñòðèðàìå ïðèìåðèòå, â êî-
èòî èìà äèíàìèêà. Ðàçâèòèåòî íà Àëãåáðè÷íèòå êîìïþòúðíè ñèñòåìè (ACS) ïîçâîëÿâà äà
ñå èçâúðøâàò ñëîæíè è òðóäîåìêè ìàòåìàòè÷åñêè ïðåñìÿòàíèÿ ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð.
Åòî çàùî â íàñòîÿùèòå ëåêöèîííè çàïèñêè ñìå äåìîíñòðèðàëè âúçìîæíîñòèòå íà ACS
çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ïî ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç. Çàïîçíàâàìå ñòóäåíòèòå ñ âãðàäåíèòå
â ACS ôóíêöèè, êîèòî äàâàò êðàéíè ðåçóëòàòè íà ïîñòàâåíèòå çàäà÷è ïî ìàòåìàòè÷åñêè
àíàëèç. Äåôèíèðàìå ïðîöåäóðè â Maple, êîèòî ñëåäâàò ñòúïêà ïî ñòúïêà ïðåñìÿòàíèÿòà,
êîèòî áè òðÿáâàëî äà ñå èçâúðøàò íà ðúêà. Òîâà íè ïîçâîëè äà âêëþ÷èì ñëîæíè ïðèìåðè,
çà êîèòî íå áè èìàëî âðåìå äà áúäàò ðàçãëåäàíè â ÷àñîâåòå ïî Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç.

Äîêîëêîòî å èçâåñòíî íà àâòîðà ïúðâè åëåìåíòè â èçïîëçâàíåòî íà êîìïþòúð ïðè
ïðåïîäàâàíå íà ðåàëåí àíàëèç èìà â ó÷åáíèêà íà R. Wilson - ½Much Ado about Calculus
- A Modern Treatment with Applications Prepared for Use with the Computer�, êúäåòî ñå
èçïîëçâàò åçèöèòå FORTRAN èëè BASIC è â ó÷åáíèêà íà Â. Èëüèí, Â. Ñàäîâíè÷èé, Áë.



Ñåíäîâ ½Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç - íà÷àëüíûé êóðñ�, êúäåòî ñå èçïîëçâà åçèêà ALGOL çà
ðåøàâàíå íà îòäåëíè çàäà÷è. Ðàçâèòèåòî íà Àëãåáðè÷íèòå êîìïþòúðíè ñèñòåìè ïîçâîëÿâà
äà ñå ðàçøèðè ìíîæåñòâîòî îò çàäà÷è, êîèòî ìîãàò äà áúäàò ðåøàâàíè è ñ ïîìîùòà íà
êîìïþòúð.

Ïðè ñúçäàâàíåòî íà Ëåêöèîííèÿ êóðñ ñìå èçïîëçâàëè îñíîâíî ÷åòèðè ó÷åáíèêà: Ì.
Ôèõòåíãîëüö ½Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ â 3 òîìà�, Â. Èëèí,
Â. Ñàäîâíè÷è, Áë. Ñåíäîâ ½Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç â 2 òîìà.�, Ï. Äæàêîâ, Ð. Ëåâè, Ð.
Ìàëååâ, Ñò. Òðîÿíñêè ½Äèôåðåíöèàëíî è èíòåãðàëíî ñìÿòàíå� è Ñò. Áàíàõ ½Äèôôåðåí-
öèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå�. Ðàçðàáîòèõìå òîçè ëåêöèîíåí êóðñ, çà äà îáîãàòèì
âå÷å ñïîìåíàòèòå ó÷åáíèöè ñ èçïîëçâàíåòî íà ACS ïðè èçó÷àâàíåòî íà Ìàòåìàòè÷åñêè
àíàëèç.
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Âúâåäåíèå

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷èòå: äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíà ñòîéíîñò íà ÷èñëîòî π, äà ñå äîêà-
æå, ÷å íåïåðîâîòî ÷èñëî e å òðàíñöèäåíòíî ò.å. íå å êîðåí íà ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè,
äà ñå íàìåðè äúëæèíàòà íà êðèâà, äà ñå ïðåñìåòíå èçìèíàòèÿò ïúò íà ïàäàùî òÿëî, äà
ñå íàìåðè öåíòúðúò íà òåæåñòòà íà ïëîñêà ôèãóðà, äà ñå íàìåðè êîëè÷åñòâîòî èçòè÷à-
ùà âîäà ïðåç øëþç íà ÿçîâèðíà ñòåíà. Âñè÷êè èçðåäåíè çàäà÷è èçãëåæäàò ðàçëè÷íè, íî
òÿõíîòî ðåøàâàíå èçèñêâà åäíè è ñúùè ìåòîäè. Òåçè ìåòîäè ñà ìåòîäèòå íà èíòåãðàëíîòî
ñìÿòàíå íà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà.
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1 Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Ìíîãî çàäà÷è îò íàóêàòà è òåõíèêàòà ñ ñâåæäàò íå äî íàìèðàíå íà ïðîèçâîäíàòà íà äà-
äåíà ôóíêöèÿ, à îò ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà äà ñå íàìåðè ñàìàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî
îïèñâà èçñëåäâàíèÿ ìîäåë. Íàïðèìåð, àêî å èçâåñòíî óñêîðåíèåòî íà ìàòåðèàëíà òî÷êà
êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî t, äà ñå íàìåðè ñêîðîñòòà è èçìèíàòèÿ ïúò çà âðåìå t.

1.1 Íåîïðåäåëåí èíòåãðàë

Ùå ñå óãîâîðèì â òîçè ïàðàãðàô äà îçíà÷àâàìå ñ ∆ ïðîèçâîëåí âèä èíòåðâàë - îòâîðåí,
çàòâîðåí, ïîëóîòâîðåí, êðàåí èëè áåçêðàåí.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà F å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f â èíòåð-
âàëà ∆, àêî F

′
(x) = f(x) çà âñÿêî x ∈ ∆.

Ïðèìåð 1.1 Ôóíêöèÿòà sin(x) å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà cos(x) â R.

Íàèñòèíà, îò ðàâåíñòâîòî (sin(x))
′

= cos(x) çà âñÿêî x ∈ R ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà sin(x) å
ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà cos(x) â R.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ôóíêöèÿòà sin(x) + 1 ñúùî å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà cos(x) â
R. Òîçè ïðèìåð ïîêàçâà, ÷å ïðèìèòèâíàòà íà ôóíêöèÿ íå å åäèíñòâåíà.

Ïðèìåð 1.2 Ôóíêöèÿòà
√

1− x2 å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà − x√
1− x2

â èíòåðâàëà

(−1, 1).

Íàèñòèíà, îò ðàâåíñòâîòî (
√

1− x2)
′

= − x√
1− x2

çà âñÿêî x ∈ (−1, 1) ñëåäâà, ÷å ôóíêöè-

ÿòà
√

1− x2 å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà − x√
1− x2

â (−1, 1).

Êîìàíäàòà int(f(x), x) íàìèðà åäíà îò ïðèìèòèâíèòå íà ôóíêöèÿòà f . Âòîðèÿò ïà-
ðàìåòúð x ïîêàçâà ñïðÿìî êîÿ ïðîìåíëèâà ïðèìèòèâíàòà å äèôåðåíöèðàíà
int(sinx, x);

cosx;∫ (
−x√
1− x2

dx

)
;

−(x− 1)(x+ 1)√
1− x2

;

Àêî èçïîëçâàìå êîìàíäàòà simplify, ùå ïîëó÷èì

simplify

(∫ (
−x√
1− x2

dx

))
;

√
1− x2.

4



Òâúðäåíèå 1.1 Äâå ôóíêöèè F (x) è G(x) ñà ïðèìèòèâíè íà åäíà è ñúùà ôóíêöèÿ â
èíòåðâàëà ∆ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî F (x) = G(x)+C, çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C ∈ R.

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî F (x) = G(x) + C, çà íÿêîÿ êîíñòàíòà C ∈ R,
òîãàâà F

′
(x) = (G(x) + C)

′
= G

′
(x) è ñëåäîâàòåëíî F (x) è G(x) ñà ïðèìèòèâíè íà åäíà è

ñúùà ôóíêöèÿ.
Íåêà ñåãà F (x) è G(x) ñà ïðèìèòèâíè íà åäíà è ñúùà ôóíêöèÿ, ò.å. F

′
(x) = G

′
(x).

Ñëåäîâàòåëíî (F (x) − G(x))
′

= F
′
(x) − G′(x) = 0 çà âñÿêî x ∈ ∆. Ñïîðåä êðèòåðèÿò çà

êîíñòàíòíîñò ñúùåñòâóâà C ∈ R, òàêà ÷å (F (x)−G(x)) = C çà âñÿêî x ∈ ∆. �

Îïðåäåëåíèå 1.2 Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè ôóíêöèè F íà ôóíêöèÿòà f

íàðè÷àìå íåîïðåäåëåí èíòåãðàë è îçíà÷àâàìå ñ
∫
f(x)dx.

Ïðèìåð 1.3 Äà ñå ïðåñìåòíå
∫
x2dx.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ôóíêöèÿòà F (x) =
x3

3
å ïðèìèòèâíà çà ôóíêöèÿòà x2. Òîãàâà

ñïîðåä Òâúðäåíèå 1.1 âñè÷êè ïðèìèòèâíè íà x2 èìàò âèäà
∫
x2dx =

x3

3
+ C.

Îáðúùàìå âíèìàíèå, ÷å ïîä çíàêà çà èíòåãðèðàíå
∫

ñòîè äèôåðåíöèàëà íà ïðè-

ìèòèâíàòà ôóíêöèÿ, à íå íåéíàòà ïðîèçâîäíà. Òàêà â Ïðèìåð 1.3 ïèøåì x2dx, à íå x2.
Òîçè çàïèñ ïðåäîñòàâÿ ðåäèöà ïðåèìóùåñòâà è çàòîâà ñå å ñúõðàíèë. Ìîæåì äà íàìèðàìå
ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿ â Maple îñâåí ñ êîìàíäàòà int(f (x ), x ) è ñúñ ñèìâîëíèÿ çàïèñ∫
f(x)dx.

Òâúðäåíèå 1.2 Â ñèëà ñà òúæäåñòâàòà:

1) d
(∫

f(x)dx
)

= f(x)dx;

2)
∫
d(F (x)) = F (x) + C.

Îáðúùàìå âíèìàíèå, ÷å ïîä ñèìâîëà d
(∫

f(x)dx
)
ðàçáèðàìå äèôåðåíöèàëà íà êîÿòî

è äà å ôóíêöèÿ îò ìíîæåñòâîòî
∫
f(x)dx.

Îò òàáëèöàòà ñ îñíîâíèòå ïðîèçâîäíè âåäíàãà ìîæåì äà íàïèøåì òàáëèöà ñ îñíîâ-
íèòå íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè:
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1.
∫

0.dx = C 2.
∫
dx = x+ C

3.
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C, çà n 6= −1 4.

∫ dx

x
= ln |x|+ C

5.
∫
exdx = ex + C

6.
∫

sin(x)dx = − cos(x) + C 7.
∫

cos(x)dx = sin(x) + C

8.
∫ dx

sin2 x
= −cotg(x) + C 9.

∫ dx

cos2 x
= tg(x) + C

10.
∫ dx√

1− x2
= arcsin(x) + C 11.

∫ dx

1 + x2
= arctg(x) + C

Èíòåãðàëèòå îò ãîðíàòà òàáëèöà ñå íàðè÷àò îùå òàáëè÷íè èíòåãðàëè.

Ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ôîðìóëà 4.
∫ dx

x
= ln |x|+ C.

1) Àêî x > 0 òî (ln |x|)
′
= (lnx)

′
=

1

x
.

2) Àêî x < 0 òî (ln |x|)
′
= (ln(−x))

′
=
−1

−x
=

1

x
.

Ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∫ dx

x
=


lnx, x > 0

ln(−x), x < 0.

Ïðèìåð 1.4 Íåêà ìàòåðèàëíà òî÷êà ïàäà ñâîáîäíî, ò.å. äâèæè ñå ñ óñêîðåíèå g. Íà-
ìåðåòå ñêîðîñòòà è èçìèíàòèÿò ïúò îò ìàòåðèàëíàòà òî÷êà, àêî å èçâåñòíî, ÷å â
ìîìåíòà t0 ìàòåðèàëíàòà òî÷êà èìà ñêîðîñò v0 è å èçìèíàëà ïúò s0.

Çíàåì, ÷å óñêîðåíèåòî å ïðîèçâîäíàòà íà ñêîðîñòòà, à ñêîðîñòòà å ïðîèçâîäíàòà íà
èçìèíàòèÿ ïúò. Ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòòà å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà óñêîðåíèåòî, à èç-

ìèíàòèÿò ïúò å ïðèìèòèâíà ôóíêöèÿ íà ñêîðîñòòà. Òîãàâà v(t) =
∫
gdt = gt + C0 è

s(t) =
∫

(gt+C0)dt =
gt2

2
+C0t+C1. Îò óñëîâèåòî, ÷å ìàòåðèàëíàòà òî÷êà èìà ñêîðîñò v0

â ìîìåíòà t0 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî: gt0 +C0 = v0. Àíàëîãè÷íî îò óñëîâèåòî, ÷å ìàòåðè-

àëíàòà òî÷êà å èçìèíàëà ïúò s0 â ìîìåíòà t0 ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî:
gt20
2

+C0t0 +C1 = s0.

Ðåøàâàìå ñèñòåìàòà ∣∣∣∣∣∣∣∣
gt0 + C0 = v0

gt20
2

+ C0t0 + C1 = s0
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è ïîëó÷àâàìå C0 = −gt0 +v0, C1 =
gt20
2
−t0v0 +s0. Ñëåäîâàòåëíî ñêîðîñòòà íà ìàòåðèàëíàòà

òî÷êà å v(t) = gt−gt0 +v0, à èçìèíàòèÿ îò íåÿ ïúò å s(t) =
gt2

2
+(v0−gt0)t+

gt20
2
− t0v0 +s0.

Çíàåì, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà ôóíêöèÿòà F âúâ âñÿêà òî÷êà ïðåäñòàâëÿâà úãëîâèÿò
êîåôèöèåíò íà äîïèðàòåëíàòà â äàäåíàòà òî÷êà êúì êðèâàòà (x, F (x)).

Ïðèìåð 1.5 Íåêà f îïèñâà úãëîâèÿ êîåôèöèåíòà íà äîïèðàòåëíèòå âúâ âñÿêà åäíà òî÷-
êà îò êðèâàòà (x, F (x)). Íàìåðåòå êðèâàòà F .

Íåêà F å ïðèìèòèâíà íà f . Ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè ïðèìèòèâíè F (x) + C íà f
óäîâëåòâîðÿâà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à. Àêî äîïúëíèòåëíî å äàäåíî, ÷å êðèâàòà ïðåìèíàâà
ïðåç òî÷êàòà (x0, y0), òî îïðåäåëÿìå C îò óðàâíåíèåòî F (x0) + C = y0.

Ôèãóðà 1: Äîïèðàòåëíà êúì êðèâà

Òâúðäåíèå 1.3 (Îñíîâíè ïðàâèëà çà èíòåãðèðàíå)

1)
∫

(f(x)± g(x))dx =
∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

2)
∫
αf(x)dx = α

∫
f(x)dx

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Îò ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

d
(∫

f(x)dx±
∫
g(x)dx

)
= d

(∫
f(x)dx

)
± d

(∫
g(x)dx

)
= (f(x)± g(x)) dx.

Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâàòà îò ïðèìèòèâíè ôóíêöèè îò ëÿâàòà ñòðàíà â 1) è îò äÿñíàòà
ñòðàíà â 1) ñúâïàäàò.
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2) Íåêà α å êîíñòàíòà. Òîãàâà îò ïðàâèëàòà çà äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå òúæäåñ-
òâîòî

d
(
α
∫
f(x)dx

)
= αd

(∫
f(x)dx

)
= αf(x)dx.

Ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâàòà îò ïðèìèòèâíè ôóíêöèè îò ëÿâàòà ñòðàíà â 2) è îò äÿñíàòà
ñòðàíà â 2) ñúâïàäàò. �

Ïðèìåð 1.6 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

(3x6 − 2x+ 8)dx.

∫
(3x6 − 2x+ 8)dx = 3

∫
x6dx− 2

∫
xdx+ 8

∫
dx =

3x7

7
− x2 + 8x+ C.

Ïðèìåð 1.7 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

(x4 − 3
√
x+ 2

1

x3
)dx.

∫
(x4 − 3

√
x+ 2

1

x3
)dx =

∫
x4dx− 3

∫
x1/2dx+ 2

∫
x−3dx

=
x4+1

4 + 1
− 3

x
1
2

+1

1
2

+ 1
+ 2

x−3+1

−3 + 1
+ C

=
x5

5
− 2x

3
2 − x−2 + C.

Êîìàíäèòå â Maple Expand(I) è Combine(I) îò ïàêåòà IntegrationTools ïðåîáðàçóâàò
èíòåãðàëè ñ ïîìîùòà íà Òâúðäåíèå 1.3.
with(IntegrationTools) :

Expand
(∫

(af(x) + bg(x))dx
)

;

a
∫
f(x)dx+ b

∫
g(x)dx

Combine
(
a
∫
f(x)dx+ b

∫
g(x)dx

)
;∫

(af(x) + bg(x))dx

Ùå èëþñòðèðàìå êàê ñ ïîìîùòà íà Maple ñå ïðåñìÿòà èíòåãðàëà îò Ïðèìåð 1.7:∫ (
x4 − 3

√
x+ 2

1

x3

)
dx;

x5

5
− 2x

3
2 − x−2

Ïðèìåð 1.8 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ x5 − x4 + 2x3

x
dx.
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∫ x5 − x4 + 2x3

x
dx =

∫ (
x4 − x3 + 2x2

)
dx =

x5

5
− x4

4
+

2x3

3
+ C.

Ïðèìåð 1.9 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫
x

7
√
x5dx.

∫
x

7
√
x5dx =

∫
x1+ 5

7dx =
∫
x

12
7 dx =

x
19
7

19
7

+ c =
7

19
x

19
7 + C.

Ïðèìåð 1.10 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

(2x+ 1)2dx.

∫
(2x+ 1)2dx =

∫
(4x2 + 4x+ 1)dx = 4

x3

3
+ 2x2 + x+ C.

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ (

2− 3
√
x
)2
dx; á)

∫ (√
x+ 3
√
x

4
√
x

)
dx; â)

∫ (
1

x
+

2

x2
+

3

x3

)
dx;

ã)
∫

(sin(x) + 2ex)2 dx; ä)
∫ (

1

1 + x2
− 1√

1− x2

)
dx; å)

∫ (
1

sin2 x
+

2

cos2 x

)
dx;

1.2 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñóáñòèòóöèè

Òåîðåìà 1.1 Àêî
∫
f(x)dx = F (x) + C, òî

∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt =

∫
f(ϕ(t))d(ϕ(t)) = F (ϕ(t)) + C.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

d (F (ϕ(t)) = F
′
(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt = f(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt

è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà F (ϕ(t)) å ïðèìèòèâíà íà f(ϕ(t))ϕ
′
(t). �

Òâúðäåíèå 1.1 ñå èçïîëçâà, êîãàòî èìà òðóäíîñòè ïðè ïðåñìÿòàíå íà
∫
f(x)dx. Ñ

ïîìîùòà íà ïîëàãàíå x = ϕ(t) ïîëó÷àâàìå f(x)dx = f(ϕ(t))ϕ
′
(t)dt, çà äà äîñòèãíåì äî

èíòåãðàë
∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt = G(t) + C, êîéòî ñå ïðåñìÿòà ïî�ëåñíî. Òîãàâà

∫
f(x)dx =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t)dt = G(t) + C = G(ϕ−1(x)) + C.

Ïðèìåð 1.11 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

cotgxdx.

9



Ïîëàãàìå t = sin x. Ïðåñìÿòàìå x = arcsin t, dx =
dt√

1− t2
, cosx =

√
1− sin2 x =

√
1− t2 è çàìåñòâàìå

∫
cotgx =

∫ cosx

sinx
dx =

∫ √1− t2
t

.
dt√

1− t2
=
∫ dt

t
= ln |t|+ C = ln | sinx|+ C.

Ïðè èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñóáñòèòóöèè ìíîãî ïîëåçíà å òàáëèöàòà ñ îñíîâíèòå äèôåðåí-
öèàëè, íàðè÷àíà îùå ½Òàáëèöà çà âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà�.

1. xndx =
1

n+ 1
d
(
xn+1

)
, çà n 6= −1

2.
dx

x
= d (ln |x|) 3. exdx = d(ex)

4. sin(x)dx = −d(cosx) 5. cos(x)dx = d(sinx)

6.
dx

sin2 x
= −d(cotgx) 7.

dx

cos2 x
= d(tg x)

8.
dx√

1− x2
= d(arcsinx) 9.

dx

1 + x2
= d(arctg x).

Ìîæåì ôîðìàëíî äà çàìåñòâàìå ϕ
′
(x)dx ñ d (ϕ(x)). Ñëåä òîâà ïîëàãàìå ϕ(x) = t è

ïðèëàãàìå Òåîðåìà 1.1.
Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà îò Ïðèìåð 1.11. Ïðåîáðàçóâàìå èíòåãðàëà

∫
cotgx =

∫ cosx

sinx
dx =

∫ (sinx)
′

sinx
dx =

∫ d(sinx)

sinx

Ïîëàãàìå t = sinx è ïîëó÷àâàìå
∫ dt

t
= ln |t|+ C = ln | sinx|+ C.

Òîçè ÷àñòåí ñëó÷àé íà ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè ñ ïîìîùòà íà ñóáñòèòóöèè ñå íàðè÷à
ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè ÷ðåç âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, ïîðàäè èçïîëçâàíîòî
ïðåîáðàçîâàíèå ϕ

′
dx = dϕ.

Ïðèìåð 1.12 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫
ex

3

x2dx.

Ñëåä âíàñÿíå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïîëàãàíå t = x3 ïîëó÷àâàìå:

∫
ex

3

x2dx =
∫ ex

3

3
dx3 =

1

3
ex

3

+ C.

Ïðèìåð 1.13 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

sin(2x)dx.
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Ïîëàãàìå x =
t

2
è çàìåñòâàìå.

∫
sin(2x)dx =

∫ sin(t)

2
dt =

− cos(t)

2
+ C =

− cos(2x)

2
+ C.

Ïðèìåð 1.14 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

cos(x− 2)dx.

Ïîëàãàìå x = t+ 2 è çàìåñòâàìå.∫
cos(x− 2)dx =

∫
cos tdt = sin t+ C = sin(x− 2) + C.

Ïðèìåð 1.15 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ 1

cos2(3x+ 1)
dx.

Ïîëàãàìå x =
t− 1

3
è çàìåñòâàìå.

∫ dx

cos2(3x+ 1)
=
∫ dt

3 cos2 t
=

tg t

3
+ C =

tg(3x+ 1)

3
+ C.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å êîãàòî ïðåñìÿòàìå ñ ïîìîùòà íà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå ñ ïîëà-
ãàíåòî αx+ β = t ìîæåì äà èçïîëçâàìå òúæäåñòâàòà:
1) dx = d(x+ β);

2) dx =
d(αx)

α
;

3) dx =
d(αx+ β)

α
.

Íåêà äà ïðåñìåòíåì ñ ïîìîùòà íà òúæäåñòâàòà 1)�3) èíòåãðàëà îò Ïðèìåð 1.15.

∫ dx

cos2(3x+ 1)
=
∫ d(3x)

3 cos2(3x+ 1)
=

1

3

∫ d(3x+ 1)

cos2(3x+ 1)
=

tg(3x+ 1)

3
+ C.

Ïðèìåð 1.16 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

sinx
.

Ïðåîáðàçóâàìå ôóíêöèÿòà sin, âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïðåñìÿòàìå

∫ dx

sinx
=

∫ dx

2 sin
(
x
2

)
cos

(
x
2

) =
1

2

∫ cos
(
x
2

)
dx

sin
(
x
2

)
cos2

(
x
2

) =
∫ d

(
x

2

)
tg
(
x
2

)
cos2

(
x
2

)
=

∫ d
(
tg
(
x
2

))
tg
(
x
2

) = ln
∣∣∣∣tg(x2

)∣∣∣∣+ C.
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Ïðèìåð 1.17 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ 1

x2 + a2
dx.

Èçíàñÿìå a2 ïðåä ñêîáà è ïîëó÷àâàìå.

∫ 1

x2 + a2
dx =

1

a2

∫ dx

1 +
(
x

a

)2 =
a

a2

∫ d
(
x

a

)
1 +

(
x

a

)2 =
1

a
arctg

(
x

a

)
+ C.

Ïðèìåð 1.18 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ dx√

x (1 + 3
√
x)
.

Ïîëàãàìå x = t6. Ïðåñìÿòàìå
√
x = t3, 3

√
x = t2, dx = 6t5dt è çàìåñòâàìå∫ dx√

x (1 + 3
√
x)

= 6
∫ t2dt

1 + t2
= 6

∫ t2 + 1− 1

1 + t2
dt = 6

(∫
dt−

∫ dt

1 + t2

)
= 6(t− arctg t) + C = 6

(
6
√
x− arctg 6

√
x
)

+ C.

Ïðèìåð 1.19 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ √

a2 − x2dx.

Ïîëàãàìå x = a sin t. Ïðåñìÿòàìå
√
a2 − x2 =

√
a2(1− sin2 t) = a cos t, dx = a cos tdt è

çàìåñòâàìå∫ √
a2 − x2dx = a2

∫
cos2 tdt = a2

∫ cos(2t) + 1

2
dt = a2

(
t

2
+

sin(2t)

4

)
+ C

= a2

arcsin
(
x

a

)
2

+
sin

(
2 arcsin

(
x

a

))
4

+ C.

Ïðèìåð 1.20 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ x2√

(a2 + x2)3
dx.

Ïîëàãàìå x = a tg t. Ïðåñìÿòàìå
√
a2 + x2 =

√
a2(1 + tg2 t) =

a

cos t
, dx =

adt

cos2 t
.

Èçïîëçâàìå Ïðèìåð 1.16 è ïîëó÷àâàìå∫ x2√
(a2 + x2)3

dx =
∫ a3 tg2 t cos3 tdt

a3 cos2 t
=
∫ sin2 t

cos t
dt =

∫ 1− cos2 t

cos t
dt

=
∫ 1

cos t
dt−

∫
cos tdt =

∫ 1

sin
(
π

2
− t

)dt− ∫ cos tdt

= − ln
∣∣∣∣tg(π4 − t

2

)∣∣∣∣− sin t+ C

= − ln

∣∣∣∣∣tg
(
π

4
− arctg(x/a)

2

)∣∣∣∣∣− sin(arctg(x/a)) + C.
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Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ dx

cos2 x.(1 + tg x)
; á)

∫
ex cos(ex)dx; â)

∫ x4

√
3 + x5

dx;

ã)
∫ x

1 + x4
dx; ä)

∫ ex

1 + ex
dx; å)

∫ cosx

1 + cos2 x
dx;

2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ ex + 1

ex − 1
dx; á)

∫ √
x

1 + 3
√
x
dx; â)

∫ dx√
ex − 1

; ã)
∫ x2

√
a2 − x2

dx; ä)
∫ x2

√
a2 + x2

dx;

1.3 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Òåîðåìà 1.2 (Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè) Àêî ôóíêöèèòå f è g èìàò íåïðåêúñíàòè ïúðâè
ïðîèçâîäíè, òî â ñèëà å òúæäåñòâîòî∫

f(x)dg(x) = f(x)g(x)−
∫
g(x)df(x),(1)

êîãàòî èíòåãðàëèòå, êîèòî ó÷àñòâàò â (1), ñúùåñòâóâàò.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ðàâåíñòâîòî

d(f(x)g(x)) = (f
′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x))dx.

ñëåäâà, ÷å f(x)g(x) å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f
′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x). �

Ôîðìóëà (1) ìîæå äà ñå çàïèøå â åêâèâàëåíòåí âèä∫
F (x).g(x)dx = F (x).G(x)−

∫
G(x)dF (x) = F (x).G(x)−

∫
G(x).f(x)dx,

êúäåòî F å ïðèìèòèâíà íà f è G å ïðèìèòèâíà íà g.

Ïðèìåð 1.21 Ïðåñìåòíåòå
∫
x cos(x)dx

Ñëåä âíàñÿíå ïîä äèôåðåíöèàëà íà cosx ïðèëàãàìå Òåðîåìà 1.2∫
x cos(x)dx =

∫
xd(sinx) = x sin(x)−

∫
sin(x)dx = x sin(x) + cos(x) + C.

Öåëòà ïðè èíòåãðèðàíåòî ïî ÷àñòè å äà ïîëó÷èì çà ïðåñìÿòàíå ½ïî-ïðîñò� èíòåã-
ðàë èëè èíòåãðàë, êîéòî íå å ½ïî�ñëîæåí� îò ïúðâîíà÷àëíèÿ. Àêî ñå îïèòàìå äà âíåñåì
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ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà x, òî ñëåä ïðèëàãàíå íà Òåîðåìà 1.2 ùå ïîëó÷èì ïî�ñëîæåí
èíòåãðàë:

∫
x cos(x)dx =

1

2

∫
cos(x)dx2 =

1

2

(
x2 cos(x) +

∫
x2 sin(x)dx

)
=
x2 cos(x)

2
− 1

2

∫
x2 sin(x)dx.

Ïðèìåð 1.22 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫
x4 lnxdx.

Âíàñÿìå x4 ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà è ïðèëàãàìå Òåîðåìà 1.2∫
x4 lnxdx =

1

5

∫
lnxd(x5) =

1

5

(
x5 lnx−

∫
x5d(lnx)

)

=
1

5

(
x5 lnx−

∫ x5

x
dx

)
=

1

5

(
x5 lnx− x5

5

)
+ C

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å çà ðàçëèêà îò ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿ, êúäåòî èìàìå òàáëèöà
ñ ïðîèçâîäíèòå íà îñíîâíèòå åëåìåíòàðíè ôóíêöèè, òî ïðè èíòåãðàëèòå íå çíàåì êîè ñà
ïðèìèòèâíèòå íà åëåìåíòàðíèòå ôóíêöèè ln(x), arctg(x), arcctg(x).

Ïðèìåð 1.23 Ïðåñìåòíåòå
∫

lnxdx

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2, ïðèëîæåíà çà ôóíêöèèòå f(x) = ln x è g(x) = x ïîëó÷àâàìå:∫
lnxdx = x lnx−

∫
xd(lnx) = x lnx−

∫ xdx

x
= x lnx− x+ C.

Ïðèìåð 1.24 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫

arctg xdx.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 1.2, ïðèëîæåíà çà ôóíêöèèòå f(x) = arctg x è g(x) = x ïîëó÷àâà-
ìå: ∫

arctg xdx = x arctg x−
∫
xd(arctg x) = x arctg x−

∫ xdx

1 + x2

= x arctg x− 1

2

∫ dx2

1 + x2
= x arctg x− 1

2

∫ d(1 + x2)

1 + x2

= x arctg x− ln(1 + x2) + C.

Âúçìîæíî å ñëåä ïðèëàãàíå íà Òåîðåìàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè äà íå ïîëó÷èì
òàáëè÷åí èíòåãðàë. Àêî èíòåãðàëúò, êîéòî òðÿáâà äà ïðåñìåòíåì, å ïî�ëåñåí îò ïúðâîíà-
÷àëíèÿ, òî å âúçìîæíî ñ îùå íÿêîëêî ïðèëàãàíèÿ íà Òåîðåìàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè
äà äîñòèãíåì äî òàáëè÷åí èíòåãðàë.

Ïðèìåð 1.25 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫
x2exdx.
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∫
x2exdx =

∫
x2dex = x2ex −

∫
exd(x2) = x2ex − 2

∫
xexdx = x2ex − 2

∫
xdex

= x2ex − 2
(
xex −

∫
exdx

)
= x2ex − 2xex + 2ex + C.

Îò Ïðèìåð 1.25 ñúîáðàçÿâàìå, ÷å èíòåãðàëúò
∫
xnexdx ñå ïðåñìÿòà ñëåä êàòî ïðè-

ëîæèì Òåîðåìàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè n ïúòè. Maple ëåñíî èçâúðøâà òàêèâà ïðîäúë-
æèòåëíè ïðåñìÿòàíèÿ.∫
x10 · exp(x)dx;

(3628800−3628800x+ 1814400x2−604800x3 + 151200x4−30240x5 + 5040x6−720x7 + 90x8−

10x9 + x10)ex

Ïðèìåð 1.26 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫
ex sinxdx.

Ïðèëàãàìå Òåîðåìàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè äâà ïúòè è ïîëó÷àâàìå∫
ex sinxdx =

∫
sinxdex = ex sinx−

∫
exd(sinx) = ex sinx−

∫
ex cosxdx

= ex sinx−
∫

cosxdex = ex sinx−
(
ex cosx−

∫
exd(cosx)

)
= ex sinx− ex cosx−

∫
sinxexdx.

(2)

Çàáåëÿçâàìå, ÷å (2) å óðàâíåíèå ñïðÿìî
∫
ex sinxdx

∫
ex sinxd = ex sinx− ex cosx−

∫
ex sinxdx

è ñëåäîâàòåëíî ∫
ex sinxdx =

1

2
(ex sinx− ex cosx) + C.

Ïîñëåäíèÿò ïðèìåð èëþñòðèðà çàáåëåæêàòà, ÷å å âúçìîæíî äà ïðåñìÿòàìå èíòåãðà-
ëè ñ ïîìîùòà íà ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè, êîãàòî ñëåä ïúðâîòî èíòåãðèðàíå
ïîëó÷èì èíãåðàë, êîéòî íå å ½ïî�ñëîæåí� îò ïúðâîíà÷àëíèÿ.

Ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ìîæå äà ñå èçïîëçâà è çà ïîëó÷àâàíå íà ðåêó-
ðåíòíà âðúçêà çà ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè.

Ïðèìåð 1.27 Äà ñå íàìåðè ðåêóðåíòíà ôîðìóëà çà ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà

Jn =
∫ dx

(x2 + a2)n
.
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Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

Jn =
∫ dx

(x2 + a2)n
=

x

(x2 + a2)n
−
∫
xd

(
1

(x2 + a2)n

)

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫ x2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫ x2 + a2 − a2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫ 1

(x2 + a2)n
dx− 2n

∫ a2

(x2 + a2)n+1
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nJn − 2na2Jn+1.

Ñëåäîâàòåëíî â ñèëà å ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

Jn+1 =
x

2na2(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
Jn.(3)

Ôîðìóëà (3) ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà ïîñëåäîâàòåëíî íàìèðàíå íà èíòåãðàëèòå J1, J2, . . ..

Èíòåãðàëúò J1 =
∫ dx

x2 + a2
= arctg x+ C å òàáëè÷åí èíòåãðàë. Òîãàâà

J2 =
∫ dx

(x2 + a2)2
=

x

4.a2.(x2 + a2)2
+

3 arctg
(
x

a

)
4.a3

.

Maple äàâà âúçìîæíîñò çà ëåñíî è áúðçî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè, â êîèòî èìà ðåêóðåí-
òíà âðúçêà.∫ 1

(1 + x2)5
dx;

x

8(1 + x2)4
+

7x

48(1 + x2)3
+

35x

192(1 + x2)2
+

35x

128(1 + x2)
+

35 arctg x

128
.

Ìîæåì äà äåôèíèðàìå ðåêóðåíòíà ïðîöåäóðà â Maple è äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëà çà
ïðîèçâîëíî n.
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f := proc(n, a)

if 1 < n then
x

2 · n · a2 · (x2 + a2)n
+

2 · n− 1

2 · n · a2
· thisproc(n− 1, a)

else
arctan

(
x

a

)
a

end if

end proc;

f(5, 1);
x

8(1 + x2)4
+

7x

48(1 + x2)3
+

35x

192(1 + x2)2
+

35x

128(1 + x2)
+

35 arctg x

128
.

Ïàêåòúò IntegrationTools âêëþ÷âà ïðöåäóðà Parts, êîÿòî ïðèëàãà ôîðìóëàòà çà èí-
òåãðèðàíå ïî ÷àñòè. Ïðîöåäóðàòà Parts(I, f) èìà äâå ïðîìåíëèâè: I å íåîïðåäåëåí èíòåã-
ðàë, êúì êîéòî òðÿáâà äà ñå ïðèëîæè ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè; f å ôóíêöèÿòà,
êîÿòî íå âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà, ò.å.∫

f(x)g′(x)dx =
∫
f(x)dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x)df(x).

with(IntegrationTools) :
Äåôèíèðàìå èíòåãðàëà:

T :=
∫
x2 · sin(x)dx

Âíàñÿìå ïîä çíàêà íà äèôåðåíöèàëà sinx, x2 è x sinx:

Parts(T, x2); Parts(T, sin(x)); Parts(T, x sin(x));

È ïîëó÷àâàìå.

−x2 cos(x) + 2
∫
x cos(x)dx,

x3 sinx

3
−
∫ x3 cosx

3
dx, x sin(x)− x2 cos(x)−

∫
(sinx− x cosx)dx.

Ñ êîìàíäàòà Simplify ìîæåì äà îïðîñòÿâàìå ïîëó÷åíèòå èíòåãðàëè.
Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫
x cos2 xdx; á)

∫
x sin3 xdx; â)

∫ xdx

cos2 x
; ã)

∫
ln2 xdx; ä)

∫
x2 ln(1 + x)dx;

å)
∫ lnx

x2
dx; æ)

∫
arcsinxdx; ç)

∫
x arctg xdx; è)

∫
x2 arctg x.
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2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫

sin(lnx)dx; á)
∫ √

x2 + 3dx; â)
∫ √

2− x2dx; ã)
∫

cos2(lnx)dx.

3) Íàìåðåòå ðåêóðåíòíà ôîðìóëà çà èíòåãðàëèòå:

à) In =
∫

lnn xdx; á) In =
∫
xa lnn xdx; â) In =

∫
xnendx; ã) In =

∫
ex sinn xdx;

ä) In =
∫

tgn xdx; å) In =
∫ dx

sinn x
; æ) In =

∫
(a2 − x2)ndx; ç) In,m =

∫ sinn x

cosm x
dx.

1.4 Èíòåãðèðàíå íà ðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Íåêà P (x) è Q(x) ñà ïîëèíîìè. Ôóíêöèÿòà
P (x)

Q(x)
ñå íàðè÷à ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà ïðî-

ìåíëèâàòà x. Êàçâàìå, ÷å ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ
P (x)

Q(x)
å ïðàâèëíà äðîá, àêî degr P (x) <

degr Q(x). Ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ
a

(x− α)p
, p ∈ N ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà äðîá îò ïúðâè

ðîä. Ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ
bx+ c

(x2 + βx+ γ)q
, q ∈ N ñå íàðè÷à åëåìåíòàðíà äðîá îò âòîðè

ðîä. Àêî ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ
P (x)

Q(x)
íå å ïðàâèëíà äðîá, ò.å. degr P (x) ≥ degr Q(x), òÿ

âèíàãè ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà
P (x)

Q(x)
= W (x) +

R(x)

Q(x)
, êúäåòî W (x) å ïîëèíîì, à

R(x)

Q(x)
å ïðàâèëíà äðîá. Âñåêè ïîëèíîì Q(x) ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ïðîèçâåäåíèå íà

âçàèìíî ïðîñòè, íåðàçëîæèìè íàä ïîëåòî íà ðåàëíèòå ÷èñëà ìíîæèòåëè, ò.å.

Q(x) = C.

(
s∏
i=1

(x− αi)pi
)
.

 r∏
j=1

(x2 + βjx+ γj)
qj

 ,(4)

êúäåòî x2 + βjx + γj 6= 0 çà âñÿêî x ∈ R, pi, qj ∈ N, αi, βj, γj ∈ R. Âñÿêà ïðàâèëíà äðîá
P (x)

Q(x)
, êúäåòî Q ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà (4), ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

P (x)

Q(x)
=

s∑
i=1

( pi∑
k=1

aik
(x− αi)k

)
+

r∑
j=1

( qj∑
k=1

bjkx+ cjk
(x2 + βjx+ γj)k

)
.(5)

Êîíñòàíòèòå aji, bji è cji ñå îïðåäåëÿò ïî ìåòîäà íà íåîïðåäåëåíèòå êîåôèöèåíòè.
Îò (5) ñëåäâà, ÷å èíòåãðèðàíåòî íà ïðîèçâîëíà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ ñå ñâåæäà äî

èíòåãðèðàíå íà åëåìåíòàðíè äðîáè îò ïúðâè è âòîðè ðîä.
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Äà ïðåñìåòíåì èíòåãðàëè, ïðè êîèòî ïîäèíòåãðàëíèòå ôóíêöèè ñà åëåìåíòàðíè äðî-
áè îò ïúðâè ðîä: ∫ adx

(x− α)
= a ln |x− α|+ C,

∫ adx

(x− α)k
=

a

(1− k)(x− α)k−1
+ C, k 6= 1.

Âúâ âðúçêà ñ ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëè, ÷èèòî ïîäèíòåãðàëíè ôóíêöèè ñà åëåìåíòàðíè
äðîáè îò âòîðè ðîä, äà ðàçãëåäàìå îòäåëÿíåòî íà òî÷åí êâàäðàò îò êâàäðàòåí òðè÷ëåí

x2 + βx+ γ =

(
x+

β

2

)2

+

(
γ − β2

4

)

Ïîëàãàìå x = t− β

2
. Îò óñëîâèåòî, ÷å x2 + βx + γ 6= 0, ñëåäâà, ÷å γ − β2

4
> 0. Äà îçíà÷èì

δ =
√
γ − β2

4
. Èçïîëçâàìå Ïðèìåð 1.17 è ïðåñìÿòàìå

∫ bx+ c

x2 + βx+ γ
dx =

∫ bt+

(
c− bβ

2

)
t2 + δ2

dt = b
∫ t

t2 + δ2
dt+

(
c− bβ

2

)∫ dt

t2 + δ2

=
b

2

∫ dt2

t2 + δ2
+

(
c− bβ

2

)∫ dt

t2 + δ2

=
b

2
ln(t2 + δ2) +

1

δ

(
c− bβ

2

)
arctg

t

δ
+ C

=
b

2
ln

(x+
β

2

)2

+ γ − β2

4

+
1√

γ − β2

4

(
c− bβ

2

)
arctg

x+
β

2
δ

+ C.

Èçïîëçâàìå Ïðèìåð 1.27 çà ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàë îò åëåìåíòàðíà äðîá îò âòîðè ðîä∫ bx+ c

(x2 + βx+ γ)q
dx

çà q > 1. Ñëåä ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷àâàìå:
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∫ bx+ c

(x2 + βx+ γ)q
dx =

∫ bt+

(
c− bβ

2

)
(t2 + δ2)q

dt = b
∫ t

(t2 + δ2)q
dt+

(
c− bβ

2

)∫ dt

(t2 + δ2)q

=
b

2

∫ dt2

(t2 + δ2)q
+

(
c− bβ

2

)∫ dt

(t2 + δ2)q

= − b
2

1

(1− q)(t2 + δ2)q−1

+
(
c− bβ

2

)( t

2(q − 1)δ2(t2 + δ2)
+

2q − 3

(2q − 2)δ2

∫ dt

(t2 + δ2)q−1

)
.

Ïðèìåð 1.28 Ïðåñìåòíåòå
∫ xdx

(x+ 1)(x− 2)2
.

Ïðåäñòàâÿìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè.

x

(x+ 1)(x− 2)2
=

a

x+ 1
+

b

x− 2
+

c

(x− 2)2
.(6)

Ïðèâåæäàìå (6) ïîä îáù çíàìåíàòåë è ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

x

(x+ 1)(x− 2)2
=
a(x− 2)2 + b(x+ 1)(x− 2) + c(x+ 1)

(x+ 1)(x− 2)2
.

Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëèòåëèòå ñà òúæäåñòâåíî ðàâíè

x = a(x− 2)2 + b(x+ 1)(x− 2) + c(x+ 1).

Ãðóïèðàìå ïî ñòåïåíèòå íà x

x = (a+ b)x2 + (c− b− 4a)x+ (4a− 2b+ c),

ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè è ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b = 0

c− b− 4a = 1

4a− 2b+ c = 0,

îò êúäåòî íàìèðàìå a = −1

9
, b =

1

9
, c =

2

3
. Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà

∫ x

(x+ 1)(x− 2)2
dx = −1

9

∫ dx

x+ 1
+

1

9

∫ dx

x− 2
+

2

3

∫ dx

(x− 2)2

= −1

9
ln |x+ 1|+ 1

9
ln |x− 2| − 2

3(x− 2)
+ C.
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Ñ ïîìîùòà íà Maple ëåñíî ñå ðåøàâà çàäà÷àòà çà ïðåäñòàâÿíå íà ïðàâèëíà äðîá âúâ
âèä íà ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè.
with(PolynomialTools) :

P := x→ x;Q := x→ (x+ 1)(x− 2)2;S := x→ factor

(
a

x+ 1
+

b

x− 2
+

c

(x− 2)2

)
x→ x

x→ (x+ 1)(x− 2)2

x→ factor

(
a

x+ 1
+

b

x− 2
+

c

(x− 2)2

)
R := x→ S(x) ·Q(x); collect(R(x), x)

x→ S(x)Q(x)

(a+ b)x2 + (−4a− b+ c)x+ 4a− 2b+ c

Êîìàíäàòà collect(P (x), x) ãðóïèðà ïî ñòåïåíèòå íà óêàçàíàòà ïðîìåíëèâà x çà ïî-

ëèíîìà P .

w := CoefficientV ector(P (x)−R(x), x); k := numelems(w)
−4a+ 2b− c

b+ 4a− c+ 1

−a− b

 3

Äåôèíèðàìå óðàâíåíèÿòà, êîèòî ïðèðàâíÿâàò êîåôèöèåíòèòå

for i from 1 to k do

eqi := w[i] = 0

end do;

−c+ 2b− 4a = 0

b+ 4a− c+ 1 = 0

−a− b = 0;

solve({eq1, eq2, eq3}, {a, b, c});{
a = −1

9
, b =

1

9
, c =

2

3

}
.

Ïðèìåð 1.29 Ïðåñìåòíåòå
∫ 3x2 − x− 2

(x− 1)(1 + x2)2
dx.
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Ðàçëàãàìå ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ íà ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè.

2x4 + 3x2 − x
(x− 1)(1 + x2)2

=
a

x− 1
+
bx+ c

1 + x2
+

dx+ e

(1 + x2)2
.(7)

Ïðèâåæäàìå (7) ïîä îáù çíàìåíàòåë è ïîëó÷àâàìå òúæäåñòâîòî

2x4 + 3x2 − x
(x− 1)(1 + x2)2

=
a(1 + x2) + (bx+ c)(x− 1)(1 + x2) + (dx+ e)(x− 1)

(x− 1)(1 + x2)2
.

Ñëåäîâàòåëíî ÷èñëèòåëèòå ñà òúæäåñòâåíî ðàâíè

2x4 + 3x2 − x = a(1 + x2) + (bx+ c)(x− 1)(1 + x2) + (dx+ e)(x− 1).

Ãðóïèðàìå ïî ñòåïåíèòå íà x.

2x4 + 3x2 − x = (a+ b)x4 + (c− b)x3 + (2a+ b− c+ d)x2 + (c− d− b+ e)x+ a− e− c

ïðèðàâíÿâàìå êîåôèöèåíòèòå ïðåä åäíàêâèòå ñòåïåíè è ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b = 2

−b+ c = 0

2a+ b− c+ d = 3

c− b− d+ e = −1

a− e− c = 0

è íàìèðàìå a = 1, b = 1, c = 1, d = 1, e = 0. Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëà

∫ 3x2 − x− 2

(x− 1)(1 + x2)2
=

∫ 1

x− 1
+
∫ x+ 1

1 + x2
dx+

∫ x

(1 + x2)2
dx

= ln |x− 1|+ 1

2
ln |1 + x2|+ arctg− 1

2(1 + x2)
+ C.

Ðåøåíèåòî ñ ïîìîùòà íà Maple ùå èìà âèäà:
P := x→ 2 · x4 + 3 · x2 − x;Q := x→ (x− 1)(1 + x2)2;

S := x→ factor

(
a

x− 1
+
b · x+ c

1 + x2
+
d · x+ e

(1 + x2)2

)
x→ 2 · x4 + 3 · x2 − x

x→ (x− 1)(1 + x2)2
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x→ factor

(
a

x− 1
+
b · x+ c

1 + x2
+
d · x+ e

(1 + x2)2

)
R := x→ S(x) ·Q(x); collect(R(x), x)

x→ S(x)Q(x)

(a+ b)x4 + (c− b)x3 + (2a+ b− c+ d)x2 + (c− b− d+ e)x+ a− c− e

w := CoefficientV ector(P (x)−R(x), x); k := numelems(w)

a− c− e

c− b− d+ e+ 1

2a+ b− c+ d− 3

c− b

a+ b− 2


5

Äåôèíèðàìå óðàâíåíèÿòà, êîèòî ïðèðàâíÿâàò êîåôèöèåíòèòå

for i from 1 to k do

eqi := w[i] = 0

end do;

a− c− e = 0

c− b− d+ e+ 1 = 0

2a+ b− c+ d− 3 = 0

c− b = 0

a+ b− 2 = 0

solve({eq1, eq2, eq3, eq4, eq5}, {a, b, c, d, e});

{a = 1, b = 1, c = 1, d = 1, e = 0} .

Ïðèìåð 1.30 Ïðåñìåòíåòå∫ −3− 8x− 2x3 − 11x2 + 18x4 + 48x6 + 42x5 + 18x8 + 37x7 + 5x9

(x− 1)(x+ 1)3(1 + x2)(x2 + x+ 1)2
dx.

P := x→ −3− 8 · x− 2 · x3 − 11 · x2 + 18 · x4 + 48 · x6 + 42 · x5 + 18 · x8 + 37 · x7 + 5 · x9;
Q := x→ (x− 1)(x+ 1)3(1 + x2)(x2 + x+ 1)2;
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S := x→ factor

(
a1

x− 1
+

a2

x+ 1
+

a3

(x+ 1)2
+

a4

(x+ 1)3

+
a5 · x+ a6

1 + x2
+
a7 · x+ a8

x2 + x+ 1
+

a9 · x+ a10

(x2 + x+ 1)2

)
x→ −3− 8 · x− 2 · x3 − 11 · x2 + 18 · x4 + 48 · x6 + 42 · x5 + 18 · x8 + 37 · x7 + 5 · x9;

x→ (x− 1)(x+ 1)3(1 + x2)(x2 + x+ 1)2;

x → factor

(
a1

x− 1
+

a2

x+ 1
+

a3

(x+ 1)2
+

a4

(x+ 1)3

+
a5 · x+ a6

1 + x2
+
a7 · x+ a8

x2 + x+ 1
+

a9 · x+ a10

(x2 + x+ 1)2

)
R := x→ S(x) ·Q(x); collect(R(x), x)

x→ S(x)Q(x)

(a7 + a2 + a5 + a1)x9 + (3a2 + 4a5 + 3a7 + a8 + a6 + a3 + 5a1)x8

+ (5a2 + 4a7 + 7a5 + a4 + 4a6 + 2a3 + 3a8 + a9 + 13a1)x7

+ (3a7 + 7a6 + 6a5 + 5a2 + 23a1 + 4a8 + a4 + a10 + 3a3 + 2a9)x6

+ (2a10 + 6a6 + 2a2 + a9 + 3a8 + 30a1 + 2a4 + 2a3)x5

+ (−2a2 − 6a5 − 3a7 + a10 + 30a1)x4

+ (23a1 − a9 − 3a8 − 2a3 − 5a2 − 7a5 − 4a7 − 6a6)x3

+ (−2a4 − 4a8 − 3a7 − 3a3 + 13a1 − 5a2 − 2a9 − a10 − 7a6 − 4a5)x2

+ (−a5 − 3a2 − a7 − a9 + 5a1 − 3a8 − 2a3 − a4 − 2a10 − 4a6)x

− a2 + a1 − a3 − a4 − a6 − a8 − a10

w := CoefficientV ector(P (x)−R(x), x); k := numelems(w)
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

3− a2 + a1 − a3 − a4 − a6 − a8 − a10

8− a5 − 3a2 − a7 − a9 + 5a1 − 3a8 − 2a3 − a4 − 2a10 − 4a6

11− 2a4 − 4a8 − 3a7 − 3a3 + 13a1 − 5a2 − 2a9 − a10 − 7a6 − 4a5

2 + 23a1 − a9 − 3a8 − 2a3 − 5a2 − 7a5 − 4a7 − 6a6

−18− 2a2 − 6a5 − 3a7 + a10 + 30a1

−42 + 2a10 + 6a6 + 2a2 + a9 + 3a8 + 30a1 + 2a4 + 2a3

−48 + 3a7 + 7a6 + 6a5 + 5a2 + 23a1 + 4a8 + a4 + a10 + 3a3 + 2a9

−37 + 5a2 + 4a7 + 7a5 + a4 + 4a6 + 2a3 + 3a8 + a9 + 13a1

−18 + 3a2 + 4a5 + 3a7 + a8 + a6 + a3 + 5a1

−5 + a7 + a2 + a5 + a1


Äåôèíèðàìå óðàâíåíèÿòà, êîèòî ïðèðàâíÿâàò êîåôèöèåíòèòå

for i from 1 to k do

eqi := w[i] = 0

end do;

3− a2 + a1 − a3 − a4 − a6 − a8 − a10 = 0

8− a5 − 3a2 − a7 − a9 + 5a1 − 3a8 − 2a3 − a4 − 2a10 − 4a6 = 0

11− 2a4 − 4a8 − 3a7 − 3a3 + 13a1 − 5a2 − 2a9 − a10 − 7a6 − 4a5 = 0

2 + 23a1 − a9 − 3a8 − 2a3 − 5a2 − 7a5 − 4a7 − 6a6 = 0

−18− 2a2 − 6a5 − 3a7 + a10 + 30a1 = 0

−42 + 2a10 + 6a6 + 2a2 + a9 + 3a8 + 30a1 + 2a4 + 2a3 = 0

−48 + 3a7 + 7a6 + 6a5 + 5a2 + 23a1 + 4a8 + a4 + a10 + 3a3 + 2a9 = 0

−37 + 5a2 + 4a7 + 7a5 + a4 + 4a6 + 2a3 + 3a8 + a9 + 13a1 = 0

−18 + 3a2 + 4a5 + 3a7 + a8 + a6 + a3 + 5a1 = 0

−5 + a7 + a2 + a5 + a1
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solve({eq1, eq2, eq3, eq4, eq5, eq6, eq7, eq8, eq9, eq10}, {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, a10});

{a1 = 1, a2 = 2, a3 = −1, a4 = 1, a5 = 1, a6 = 1, a7 = 1, a8 = 0, a9 = 0, a10 = 1} .

Ïðåñìÿòàìå èíòåãðàëèòå:

I1 =
∫ 1

x− 1
dx = ln |x− 1|; I2 =

∫ 2

x+ 1
dx = 2 ln |x+ 1|;

I3 =
∫ −1

(x+ 1)2
dx =

1

x+ 1
; I4 =

∫ 1

(x+ 1)3
dx =

−1

2(x+ 1)2
;

I5 =
∫ x+ 1

1 + x2
dx =

1

2
ln(1 + x2) + arctg x;

I6 =
∫ x

x2 + x+ 1
dx =

1

2
ln(x2 + x+ 1− 1√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
;

I7 =
∫ 1

(x2 + x+ 1)2
dx =

2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
+

4

3
√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
(ùå ïðèïîìíèì, ÷å êîãàòî Maple ïðåñìÿòà íåîïðåäåëåíè èíòåãðàëè íå äîáàâÿ êîíñòàíòàòà
C) è ïîëó÷àâàìå

∫ −3− 8x− 2x3 − 11x2 + 18x4 + 48x6 + 42x5 + 18x8 + 37x7 + 5x9

(x− 1)(x+ 1)3(1 + x2)(x2 + x+ 1)2
=

7∑
i=1

I7 + C.

Ðàçáèðà ñå ñ Maple ìîæåì äà ïðåñìåòíåì è ïîñëåäíèÿ èíòåãðàë è äà ïîëó÷èì äèðåê-
òíî îòãîâîðà:

∫ −3− 8x− 2x3 − 11x2 + 18x4 + 48x6 + 42x5 + 18x8 + 37x7 + 5x9

(x− 1)(x+ 1)3(1 + x2)(x2 + x+ 1)2
;

ln |x− 1| + 2 ln |x+ 1|+ 1

x+ 1
− 1

2(x+ 1)2
+

1

2
ln(1 + x2) + arctg x

+
1

2
ln(x2 + x+ 1− 1√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)
+

2x+ 1

3(x2 + x+ 1)
+

4

3
√

3
arctg

(
2x+ 1√

3

)

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ xdx

(x+ 1)(x− 1)
; á)

∫ (1 + 2x)dx

(x+ 1)(x− 2)
; â)

∫ dx

(x+ 1)2(x+ 2)
; ã)

∫ (x2 + x)dx

(x+ 1)2(x+ 2)3
.
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2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ dx

(1 + x2)(2 + x2)
; á)

∫ x2dx

(1 + x2)2(2 + x2)
; â)

∫ (1 + x− x2)dx

(1 + x2)2(2 + x2)3
.

3) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ x2dx

(1 + x2)(2 + x)
; á)

∫ xdx

(1 + x2)(x− 1)2
; â)

∫ (1 + x)dx

(1 + x2)2(x+ 1)3
.

1.5 Èíòåãðèðàíå íà èðàöèîíàëíè ôóíêöèè

Íåêà R(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)
å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè. Ïðåñìÿòàíåòî íà èí-

òåãðàëà ∫
R

(
x, m

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx(8)

ñå ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, àêî ïîëîæèì t = m

√
αx+ β

γx+ δ
.

Íàèñòèíà, íåêà t = m

√
αx+ β

γx+ δ
. Ïîëó÷àâàìå x = ϕ(t) =

δtm − β
α− γtm

è dx = ϕ
′
(t)dt =

mδtm−1(α− γtm) +mγtm−1(δtm − β)

(α− γtm)2
dt =

mtm−1(δα− γβ)

(α− γtm)2
dt. Çàìåñòâàìå â (8) è ïîëó÷àâà-

ìå∫
R

(
x, m

√
αx+ β

γx+ δ

)
dx =

∫
R

(
δtm − β
α− γtm

, t

)
ϕ
′
(t)dt =

∫
R

(
δtm − β
α− γtm

, t

)
mtm−1(δα− γβ)

(α− γtm)2
dt,

êúäåòî ïîñëåäíèÿò èíòåãðàë å èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ è ñëåäîâàòåëíî ìîæå äà
áúäå ïðåñìåòíàò ÷ðåç ìåòîäà îò ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô.

Ïðèìåð 1.31 Ïðåñìåòíåòå
∫ 1

(x+ 2)2

4

√(
x+ 2

x− 1

)3

dx.

Ïîëàãàìå t = 4

√(
x+ 2

x− 1

)
. Íàìèðàìå x =

2 + t4

t4 − 1
, x + 2 =

3t4

t4 − 1
, dx =

(
2 + t4

t4 − 1

)′
dt =

−12t3

(t4 − 1)2
dt. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

∫ 1

(x+ 2)2

4

√(
x+ 2

x− 1

)3

dx =
∫ (

t4 − 1

3t4

)2

t3
−12t3

(t4 − 1)2
dt = −4

3

∫ dt

t2
=

4

3t
+ C =

4

3
4

√
x− 1

x+ 2
+ C
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å â òîçè ïðèìåð ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè R(x, y)

èìà âèäà R(x, y) =
y

(x+ 2)2
.

Ñ ïîìîùòà íà Maple ìîæåì äà èçâúðøâàìå âñè÷êèòå ïðåñìÿòàíèÿ, ñâúðçàíè ñ èç-
ïîëçâàíåòî íà ñóáñòèòóöèè.

R := (x, y)→ y3

(x+ 2)2
;

(x, y)→ y

(x+ 2)2

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî t = 4

√
x+ 2

x− 1
è íàìèðàìå x = ϕ(t)

ϕ := t→ solve

(
t = 4

√
x+ 2

x− 1
, x

)
;ϕ(t)

t→ solve

(
t = 4

√
x+ 2

x− 1
, x

)
,

2 + t4

t4 − 1

Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíàòà íà ϕ
ϕ1 := t→ simplify(diff(ϕ(t), t));ϕ1(t);

t→ simplify(diff(ϕ(t), t)),− 12t3

(t4 − 1)2
.

Èçâúðøâàìå çàìåñòâàíåòî
simplify(R(ϕ(t), t) · ϕ1(t));

− 4

3t2
.

Ìîæåì ñúùî òàêà è äà ïðåñìåòíåì äèðåêòíî èíòåãðàëà, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ñëåä çàìåñò-
âàíåòî
int(R(ϕ(t), t) · ϕ1(t), t);

4

3t
.

Ïðèìåð 1.32 Ïðåñìåòíåòå
∫ √

x+ 1 + 2

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â òîçè ïðèìåð ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè R(x, y)

èìà âèäà R(x, y) =
y + 2

(x+ 1)2 − y
. Ïîëàãàìå t =

√
x+ 1. Íàìèðàìå x = t2 − 1, x + 1 = t2,

dx = 2tdt. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå
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∫ √
x+ 1 + 2

(x+ 1)2 −
√
x+ 1

dx =
∫ 2(t+ 2)tdt

t4 − t
= 2

∫ t+ 2

t3 − 1
dt = 2

∫ t+ 2

(t− 1)(t2 + t+ 1)
dt

= 2
∫ (

1

t− 1
− t+ 1

t2 + t+ 1

)
dt

= 2

(
ln |t− 1| − ln(t2 + t+ 1)

2
+

1√
3

arctg

(
2t+ 1√

3

))
+ C

= ln
(t− 1)2

t2 + t+ 1
+

2√
3

arctg

(
2t+ 1√

3

)
+ C

= ln
(
√
x+ 1− 1)2

x+
√
x+ 1 + 2

+
2√
3

arctg

(
2
√
x+ 1 + 1√

3

)
+ C

Íåêà R(x1, x2, . . . xn) =
P (x1, x2, . . . xn)

Q(x1, x2, . . . xn)
å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà n ïðîìåíëèâè.

Ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà∫
R

x, s1

√√√√(αx+ β

γx+ δ

)p1
, s2

√√√√(αx+ β

γx+ δ

)p2
, . . . , sn−1

√√√√(αx+ β

γx+ δ

)pn−1
 dx(9)

ñå ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, àêî ïîëîæèì t = m

√
αx+ β

γx+ δ
,

êúäåòî m å íàé�ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà si, i = 1, 2, . . . n− 1.

Íàèñòèíà, äà ïîëîæèì t = m

√
αx+ β

γx+ δ
. Ïîëó÷àâàìå x = ϕ(t) =

δtm − β
α− γtm

è dx =

mtm−1(δα− γβ)

(α− γtm)2
dt. Çàìåñòâàìå â (9) è ïîëó÷àâàìå

∫
R

(
δtm − β
α− γtm

, t
mp1
s1 , . . . , t

mpn−1
sn−1

)
ϕ
′
(t)dt =

∫
R1 (t)

mtm−1(δα− γβ)

(α− γtm)2
dt,

êúäåòî R1(t) = R

(
δtm − β
α− γtm

, t
mp1
s1 , . . . , t

mpn−1
sn−1

)
å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà t.

Ïðèìåð 1.33 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx√

2x− 1− 4
√

2x− 1
.

Ïîëàãàìå t = 4
√

2x− 1. Íàìèðàìå x = t4 − 1, dx = 4t3dt. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå∫ dx√
2x− 1− 4

√
2x− 1

=
∫ 2t3dt

t2 − t
= 2

∫ t2dt

t− 1
= 2

∫ t2 − 1 + 1

t− 1
dt

= 2
(∫

(t+ 1)dt+
∫ 1

t− 1

)
= 2

(
t2

2
+ t+ ln |t− 1|

)
+ C

= 2
√

2x+ 1 + 2 4
√

2x+ 1 + ln( 4
√

2x+ 1 + 1) + C.

29



Ùå îòáåëåæèì, ÷å â òîçè ïðèìåð ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ íà òðè ïðîìåíëèâè R(x, y, z)

èìà âèäà R(x, y, z) =
1

y − z
.

Ïðèìåð 1.34 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

3

√
x+1
x−1

+
√

x+1
x−1

.

Àêî ñå îïèòàìå äà ïðåñìåòíåì ñ Maple èíòåãðàëà

int

 1

3

√
x+1
x−1

+
√

x+1
x−1

, x

 ;

ïîëó÷àâàìå îòãîâîð∫ 1

3

√
x+1
x−1

+
√

x+1
x−1

dx,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Maple íå óñïÿâà äà ñå ñïðàâè ñ ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà. Åòî çàùî
ùå èçâúðøèì ïîñëåäîâàòåëíî âñè÷êè ïîëàãàíèÿ è ïðåîáðàçóâàíèÿ ñ ïîìîùòà íà Maple

Ñ ïîìîùòà íà Maple ìîæåì äà èçâúðøâàìå âñè÷êèòå ïðåñìÿòàíèÿ, ñâúðçàíè ñ èç-
ïîëçâàíåòî íà ñóáñòèòóöèè.

R := (x, y)→ 1

y + z
;

(x, y)→ 1

y + z

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî t = 6

√
x+ 1

x− 1
è íàìèðàìå x = ϕ(t)

ϕ := t→ solve

(
t = 4

√
x+ 2

x− 1
, x

)
;ϕ(t)

t→ solve

(
t = 4

√
x+ 1

x− 1
, x

)
,
1 + t6

t6 − 1

Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíàòà íà ϕ
ϕ1 := t→ simplify(diff(ϕ(t), t));ϕ1(t);

t→ simplify(diff(ϕ(t), t)),− 12t5

(t6 − 1)2
.

Èçâúðøâàìå çàìåñòâàíåòî
simplify(R(ϕ(t), t2, t3) · ϕ1(t));

− 12t3

(1 + t)(t6 − 1)2
.
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Ìîæåì ñúùî òàêà è äà ïðåñìåòíåì äèðåêòíî èíòåãðàëà, êîéòî ñå ïîëó÷àâà ñëåä
çàìåñòâàíåòî

f := t→
∫

(R(ϕ(t), t2, t3) · ϕ1(t), t); f(t);
è ïîëó÷àâàìå

t→
∫

(R(ϕ(t), t2, t3) · ϕ1(t), t)

− 2t+ 1

3(t2 + t+ 1)
−
√

3 arctg

(
2t+ 1√

3

)
+

ln(t2 + t+ 1)

6
− 2

3(t+ 1)

+
1

3(t2 − t+ 1)
+

ln(1 + t)

36
− 1

6(1 + t)2
+

1

t− 1

+
5 ln(t− 1)

12
− 7 ln(t2 − t+ 1)

18
+

arctg

(
2t− 1√

3

)
√

3
.

Îñòàâà ñàìî äà âúðíåì ïîëàãàíåòî è äà çàìåñòèì t ñ 6

√
x+ 1

x− 1
.

Ñ ïàêåòà IntegrationToolsMaple èçâúðøâà íåîáõîäèìèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ ïðè èçïîë-
çâàíå íà ñóáñòèòóöèÿ. Êîìàíäàòà å Change(I, x = f(t)) ñ ïðîìåíëèâè I � íåîïðåäåëåíèÿò
èíòåãðàë, êîéòî èñêàìå äà ïðåñìåòíåì, à f(t) � ñóáñòèòóöèÿòà, êîÿòî èçïîëçâàìå.
with(IntegrationTools) :

Change


∫ 1

3

√
x+ 1

x− 1
+

√
x+ 1

x− 1

dx, x =
t6 + 1

t6 − 1



−
∫ 12t5(

3
√
t6 +
√
t6
)

(t6 − 1)2
dt

Òúé êàòî ñå ïîëó÷àâà ÷åòåí êîðåí îò t, Maple íå ìîæå äà ñúîáðàçè íà êîëêî å ðàâåí
è çàòîâà íå èçâúðøâà ïðåîáðàçîâàíèÿòà.

Íåêà ñ ïàêåòà IntegrationTools äà ïðåñìåòíåì èíãåðàëà
∫ 3

√
1 + 4
√
x

√
x

dx.

Change

int
 3

√
1 + 4
√
x

√
x

, x

 , x = (t3 − 1)4


12

7
(1 + 4

√
x)7/3 − 3(1 + 4

√
x)4/3.
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Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå

à)
∫ √x+ 1

x2 −
√
x
dx; á)

∫ dx√
x+ 4
√
x
; â)

∫ 1 + 6
√
x

( 3
√
x− 4
√
x) 4
√
x
dx;

ã)
∫ dx√

x+ 3
√
x
; ä)

∫ x+
3
√
x2 + 6

√
x

x (1 + 3
√
x)

dx.

2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå

à)
∫ dx√

2x− 1− 4
√

2x− 1
; á)

∫ dx

(3− x)
√

1− x
; â)

∫
x

√
x+ 2

x− 3
dx; ã)

∫
3

√
x+ 1

x− 1
dx.

3) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå

à)
∫ dx

3

√
x(1 + x)2

; á)
∫ dx

3

√
(x+ 1)2(x− 1)

; â)
∫ dx

3

√
(x+ 1)2(x− 1)7

; ã)
∫ dx

4

√
(x− 1)3(x+ 2)5

.

3) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå

à)
∫ dx

3

√
x(1 + x)2

dx; á)
∫ dx

3

√
(x+ 1)2(x− 1)

; â)
∫ dx

3

√
(x+ 1)2(x− 1)7

; ã)
∫ dx

4

√
(x− 1)3(x+ 2)5

.

1.6 Èíòåãðèðàíå íà äèôåðåíöèàëåí áèíîì

Äèôåðåíöèàëåí áèíîì ñå íàðè÷à èçðàç îò âèäà

xm (a+ bxn)p dx,

êúäåòî a, b ∈ R, m,n, p ∈ Q.

Òåîðåìà 1.3 Íåêà a, b ∈ R, m,n, p ∈ Q. Èíòåãðàëúò∫
xm (a+ bxn)p dx

ñå ñâåæäà äî èíòåãðàë îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, àêî
1) p ∈ Z ïîëàãàìå t = s

√
x, êúäåòî s å íàé�ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà çíàìåíàòåëèòå íà

m è n;

2)
m+ 1

n
∈ Z ïîëàãàìå t = s

√
a+ bxn, êúäåòî s å çíàìåíàòåëÿò íà p;

3)
m+ 1

n
+ p ∈ Z ïîëàãàìå t = s

√
a

xn
+ b, êúäåòî s å çíàìåíàòåëÿò íà p.
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Äîêàçàòåëñòâî: 1) Àêî p ∈ Z, òî
∫
xm (a+ bxn)p dx å èíòåãðàë îò âèäà, ðàçãëåäàí â

ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô. Íàèñòèíà, àêî s å íàé�ìàëêîòî îáùî êðàòíî íà çíàìåíàòåëèòå íàm
è n, òî xm (a+ bxn)p = R( s

√
x) çà íÿêîÿ ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ R. Â òîçè ñëó÷àé èíòåãðàëúò

ñå ðåøàâà ñ ïîëàãàíåòî t = s
√
x.

2) Àêî
m+ 1

n
∈ Z, äà ïîëîæèì z = xn è q =

m+ 1

n
− 1. Òîãàâà îò xm = zm/n è

dx = d
(
z1/n

)
= 1

n
z1/n−1dz ïîëó÷àâàìå

xm (a+ bxn)p dx =
(a+ bz)pz

m+1
n
−1

n
dz =

(a+ bz)pzq

n
dz.(10)

Àêî q ∈ Z, òî îòíîâî èíòåãðàëúò å îò èçó÷åíèòå â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô. Íàèñòèíà, àêî ïî-

ëîæèì s äà å çíàìåíàòåëÿ íà p, òî ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòî
(a+ bz)pzq

n
= R(z,

s
√
a+ bz).

Ïîëàãàìå v = s
√
a+ bz = s

√
a+ bxn.

3) Àêî
m+ 1

n
+ p ∈ Z, òî ùå ïðåîáðàçóâàìå äèôåðåíöèàëíèÿ áèíîì (10) ïî ñëåäíèÿ

íà÷èí

xm (a+ bxn)p dx =
(a+ bz)pzq

n
dz =

1

n

(
a+ bz

z

)p
zp+qdz.

Âåäíàãà âèæäàìå, ÷å àêî p+ q ∈ Z, òî
(
a+bz
z

)p
zp+q = R

z, s

√
a+ bz

z

, êúäåòî s å çíàìåíà-
òåëÿò íà p. Ïîëàãàìå

u =
s

√
a+ bz

z
=

s

√
a+ bxn

xn
= s

√
a

xn
+ b.

�

Ôèãóðà 2: Ïàôíó-
òèè ×åáûø�eâ

Òðèòå ñëó÷àÿ çà èíòåãðóåìîñò ñà áèëè èçâåñòíè îùå íà Íþòîí.
Â ñðåäàòà íà 19 âåê ×åáèøîâ äîêàçâà, ÷å äðóãè ñëó÷àè, ïðè êîèòî
äèôåðåíöèàëíèÿò áèíîì äà ìîæå äà ñå èíòåãðèðà íå ñúùåñòâóâàò.

Ïàôíóòèè ×åáèøîâ (1821�1894) å ðóñêè ìàòåìàòèê. Òîé å îáó÷àâàí
â äîìàøíè óñëîâèÿ îò ìàéêà ñè è ñâîÿòà áðàòîâ÷åäêà. Â ðàííà âúçðàñò
íàó÷àâà ôðåíñêè åçèê, êîåòî ìó ïîìàãà â ïîñëåäñòâèå ïðè êîíòàêòèòå ñ
åâðîïåéñêèòå ìàòåìàòèöè. Âðîäåí íåäúã â êðàêà ìó, íå ìó ïîçâîëÿâà äà
ñè èãðàå ñ äðóãèòå äåöà, ïîðàäè êîåòî îò ðàííà âúçðàñò ìó ïîçâîëÿâà äà
ñå êîíöåíòðèðà âúðõó ó÷åíèåòî. Çàâúðøâà Ìîñêîâñêèÿ óíèâåðñèòåò ïðåç
1841. Ðàáîòè êàòî ïðîôåñîð â Ìîñêîâñêèÿ óíèâåðñèòåò. Íåãîâèòå íàé�
èçâåñòíè ó÷åíèöè ñà Àíäðåé Ìàðêîâ è Àëåêñàíäúð Ëÿïóíîâ. Íàó÷íèòå ìó
ïðèíîñè ñà â îáëàñòòà íà âåðîÿòíîñòèòå è ñòàòèñòèêàòà, òåîðèÿ íà
÷èñëàòà, ÷èñëåíèòå ìåòîäè.

Ïðèìåð 1.35 Ïðåñìåòíåòå
∫ √

x

(1 + 3
√
x)

2dx.
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Îò ðàâåíñòâîòî ∫ √
x

(1 + 3
√
x)

2dx =
∫
x

1
2

(
1 + x

1
3

)−2
dx

ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèàëåí áèíîì ñ m =
1

2
, n =

1

3
è

p = −2. Îò p = −2 ∈ Z ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò ìîæå äà ñå ðåøè ñ ïîëàãàíåòî t = 6
√
x. Ñëåä

ïðåîáðàçóâàíå óñòàíîâÿâàìå x = t6 è dx = 6t5dt. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

∫ √
x

(1 + 3
√
x)

2dx = 6
∫ t8

(1 + t2)2dt = 6
∫

(t4 − 2t2 + 3)dt− 6
∫ 4t2 + 3

(1 + t2)2dt

= 6

(
t5

5
− 2t3

3
+ 3t

)
− 18

∫ t2 + 1

(1 + t2)2dt− 6
∫ t2

(1 + t2)2dt

= 6

(
t5

5
− 2t3

3
+ 3t

)
− 18 arctg t− 3

∫ t

(1 + t2)2d(t2 + 1)

= 6

(
t5

5
− 2t3

3
+ 3t

)
− 18 arctg t+ 3

∫
td
(

1

1 + t2

)

= 6

(
t5

5
− 2t3

3
+ 3t

)
− 18 arctg t+ 3

(
t

1 + t2
−
∫ dt

1 + t2

)

= 6

(
t5

5
− 2t3

3
+ 3t

)
− 18 arctg t+

3t

1 + t2
− 3 arctg t+ C

= 6

( 6
√
x)

5

5
− 2 ( 6

√
x)

3

3
+ 3 6
√
x

− 21 arctg 6
√
x+

3 6
√
x

1 + ( 6
√
x)

2 + C.

Ïðèìåð 1.36 Ïðåñìåòíåòå
∫ 3

√
1 + 4
√
x

√
x

dx.

Îò ðàâåíñòâîòî ∫ 3

√
1 + 4
√
x

√
x

dx =
∫
x−

1
2

(
1 + x

1
4

) 1
3 dx

óñòàíîâÿâàìå, ÷å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèàëåí áèíîì ñ m = −1

2
, n =

1

4
è

p =
1

3
. Òúé êàòî

m+ 1

n
=
−1

2
+ 1

1

4

= 2 ∈ Z ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò ìîæå äà ñå ðåøè ñ ïîëà-

ãàíåòî t = 3

√
1 + 4
√
x. Ñëåä ïðåîáðàçóâàíå ïîëó÷àâàìå x = (t3 − 1)

4
è dx = 12t2 (t3 − 1)

3
dt.

Çàìåñòâàìå è íàìèðàìå

34



∫ 3

√
1 + 4
√
x

√
x

dx =
∫ 12t3

(t3 − 1)2

(
t3 − 1

)3
dt = 12

∫
(t6 − t3)dt =

12

7
t7 − 12

4
t4 + C

= 12
7

(
3

√
1 + 4
√
x
)7

− 3
(

3

√
1 + 4
√
x
)4

+ C.

Ïðèìåð 1.37 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

4
√

1 + x4
.

Îò ðàâåíñòâîòî ∫ dx
4
√

1 + x4
=
∫
x0
(
1 + x4

) 1
4 dx

ïîëó÷àâàìå, ÷å ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å äèôåðåíöèàëåí áèíîì ñ m = 0, n = 4 è

p = −1

4
. Îò ðàâåíñòâîòî

m+ 1

n
+ p =

1

4
− 1

4
= 0 ∈ Z ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò ìîæå äà

ñå ðåøè ñ ïîëàãàíåòî t = 4
√
x−4 + 1. Ñëåä ïðåîáðàçóâàíå óñòàíîâÿâàìå x = (t4 − 1)

−
1

4 è

dx = −t3 (t4 − 1)
−

5

4 dt. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

∫ dx
4
√

1 + x4
=

∫ −t3 (t4 − 1)
−

5

4

t (t4 − 1)
−

1

4

dt = −
∫ t2

t4 − 1
dt =

1

4

∫ dt

t+ 1
− 1

4

∫ dt

t− 1
− 1

2

∫ dt

t2 + 1

=
1

4
ln
∣∣∣∣ t+ 1

t− 1

∣∣∣∣− 1

2
arctg t+ C =

1

4
ln

∣∣∣∣∣
4
√
x−4 + 1 + 1

4
√
x−4 + 1− 1

∣∣∣∣∣− 1

2
arctg

4
√
x−4 + 1 + C.

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ x3√

(1 + 2x2)3
dx; á)

∫ dx
4
√

1 + x4
; â)

∫ dx

x4
√

1 + x2
; ã)

∫ dx

x 3
√

1 + x5
;

ä)
∫ dx

x2 3
√

(2 + x3)5
; å)

∫ dx
√
x3 3
√

1 +
4
√
x3
; æ)

∫ √
x3 + x4dx; ç)

∫ √
x

(1 + 3
√
x)

2dx;

è)
∫ x√

1 +
3
√
x2
dx; é)

∫ dx

x 4
√

1 + x4
; ê)

∫ dx

x 6
√

1 + x4
; ë)

∫ dx

x3 5

√
1 +

1

x

.
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1.7 Ñóáñòèòóöèè íà Îéëåð

Èíòåãðàëè îò âèäà
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx, êúäåòî êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí ax2 + bx+ c íå

å òî÷åí êâàäðàò, ò.å. íÿìà äâîåí êîðåí, ñå ðåøàâàò ñúñ ñóáñòèòóöèÿòà íà Îéëåð. Èìà òðè
ñëó÷àÿ, ïðè êîèòî ñå èçïîëçâàò ðàçëè÷íè ñóáñòèòóöèè.

1) Àêî a > 0, òî ïîëàãàìå
√
ax2 + bx+ c = t−

√
ax. Ñëåä ïðåîáðàçóâàíèÿ, íàìèðàìå

x =
t2 − c

2
√
at+ b

,
√
ax2 + bx+ c =

√
at2 + bt+ c

√
a

2
√
at+ b

è dx = 2
√√

at2 + bt+ c
√
a(2
√
at+ b)dt.

Ñëåä çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå, ÷å R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx ñå ïðåîáðàçóâà â ðàöèîíàëíà

ôóíêöèÿ íà t. Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà çàìåñòâàìå ñ t =
√
ax2 + bx+ c+

√
ax.

Îñòðîóìèåòî â ñóáñòèòóöèÿòà íà Îéëåð å â òîâà, ÷å óðàâíåíèåòî ñïðÿìî x å ëèíåéíî
óðàâíåíèå è ñå ïîëó÷àâà, ÷å åäíîâðåìåííî x è ðàäèêàëúò

√
ax2 + bx+ c ñå èçðàçÿâàò ñ

ðàöèîíàëíè ôóíêöèè íà t.
2) Àêî c > 0, òî ïîëàãàìå

√
ax2 + bx+ c = xt+

√
cx. Ñëåä ïðåîáðàçîâàíèÿ, íàìèðàìå

x =
2
√
ct− b

a− t2
,
√
ax2 + bx+ c =

√
ct2 − bt+ a

√
c

a− t2
è dx = 2

√
ct2 − bt+ a

√
c

(a− t2)2 dt.

Ñëåä çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå, ÷å R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx ñå ïðåîáðàçóâà â ðàöèîíàëíà

ôóíêöèÿ íà t.

Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà çàìåñòâàìå t =

√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
.

3) Àêî êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí èìà äâà ðàçëè÷íè ðåàëíè êîðåíà λ è µ, òî ïîëàãàìå√
ax2 + bx+ c = t(x−λ). Ñëåä ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàòî èçïîëçâàìå òúæäåñòâîòî ax2+bx+c =

a(x− λ)(x− µ), íàìèðàìå x =
−aµ+ λt2

t2 − a
,
√
ax2 + bx+ c =

a(λ− µ)t

t2 − a
è dx =

2a(µ− λ)t

(t2 − a)
dt.

Ñëåä çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå, ÷å R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx ñå ïðåîáðàçóâà â ðàöèîíàëíà ôóí-

êöèÿ íà t. Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëà çàìåñòâàìå t =

√
ax2 + bx+ c−

√
c

x
.

Çàáåëåæêà Ùå îòáåëåæèì, ÷å â ñëó÷àé 3) ìîæåì äà íàïðàâèì ïðåîáðàçîâàíèåòî√
a(x− λ)(x− µ) = (x− λ)

√
a
x− µ
x− λ

è ïîëó÷àâàìå

R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
= R1

(
x,

√
a
x− µ
x− λ

)
.

Èíòåãðàëè ñ òåçè ïîäèíòåãðàëíè ôóíêöèè âå÷å áÿõà ðàçãëåäàíè.
Ëåîíàðä Îéëåð (1707�1783) å øâåéöàðñêè ìàòåìàòèê, ôèçèê è àñòðîíîì, ðàáîòèë ïðåç

ãîëÿìà ÷àñò îò æèâîòà ñè â Ðóñèÿ è Ïðóñèÿ. Ñìÿòàí å çà åäèí îò íàé-âåëèêèòå ìàòåìàòèöè
íà 18 âåê, êàêòî è çà åäèí îò íàé-çíà÷èìèòå ìàòåìàòèöè íà âñè÷êè âðåìåíà. Îñâåí òîâà
òîé å è ñðåä íàé�ïëîäîâèòèòå ìàòåìàòèöè â èñòîðèÿòà � ñúáðàíèòå ìó ñú÷èíåíèÿ îáõâàùàò
ìåæäó 60 è 80 òîìà.

Îéëåð å àâòîð íà âàæíè îòêðèòèÿ â ðàçëè÷íè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà, îò ìàòå-
ìàòè÷åñêèÿ àíàëèç äî òåîðèÿ íà ãðàôèòå. Òîé ïðúâ èçïîëçâà ãîëÿìà ÷àñò îò ñúâðåìåííèòå
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îáîçíà÷åíèÿ, íàé-âå÷å â îáëàñòòà íà àíàëèçà. Èçâåñòåí å è ñ ðàáîòàòà ñè â îáëàñòòà íà ìå-
õàíèêàòà, äèíàìèêàòà íà ôëóèäèòå, îïòèêàòà è àñòðîíîìèÿòà.

Äîêàòî Îéëåð íåóñïåøíî ñè òúðñè ïîñòîÿííà ðàáîòà â Áàçåë, äâàìàòà ñèíîâå íà Éîõàí
Áåðíóëè, Äàíèåë è Íèêîëàñ, âå÷å ðàáîòÿò çà íîâîñúçäàäåíàòà Èìïåðàòîðñêà àêàäåìèÿ íà íàó-
êèòå â Ñàíêò Ïåòåðáóðã, íîâàòà ñòîëèöà íà Ðóñèÿ. Íà 10 þëè 1726 ãîäèíà Íèêîëàñ óìèðà îò
àïåíäèöèò è Äàíèåë, êîéòî çàåìà ìÿñòîòî ìó â îòäåëà ïî ìàòåìàòèêà è ôèçèêà, ïðåïîðú÷âà
çà äîòîãàâàøíèÿ ñè ïîñò â îòäåëà ïî ôèçèêà ñâîÿ ïðèÿòåë Ëåîíàðä Îéëåð. Ïðåç íîåìâðè Îéëåð
ñ ãîòîâíîñò ïðèåìà ïðåäëîæåíèåòî, íî çàáàâÿ çàìèíàâàíåòî ñè çàðàäè ïîðåäíîòî íåóñïåøíî
êàíäèäàòñòâàíå çà ïðåïîäàâàòåë ïî ôèçèêà â Áàçåë.

Ëåîíàðä Îéëåð ïðèñòèãà â Ñàíêò Ïåòåðáóðã íà 17 ìàé 1727 ãîäèíà è íå ñëåä äúëãî å
ïðåìåñòåí â îòäåëà ïî ìàòåìàòèêà íà àêàäåìèÿòà.

Ôèãóðà 3: Leonhard
Euler

Ïåòåðáóðãñêàòà àêàäåìèÿ, îñíîâàíà ïðåç 1724 ãîäèíà îò èìïå-
ðàòîð Ïåòúð I, ñè ïîñòàâÿ çà öåë äà ïîäîáðè îáðàçîâàíèåòî â Ðóñèÿ è
äà ïðåîäîëåå èçîñòàâàíåòî íà ñòðàíàòà îò Çàïàäíà Åâðîïà â îáëàñò-
òà íà íàóêàòà. Ïî òàçè ïðè÷èíà âëàñòèòå ïîëàãàò çíà÷èòåëíè óñè-
ëèÿ äà ÿ íàïðàâÿò ïðèâëåêàòåëíà çà îáåùàâàùè ÷óæäåñòðàííè ó÷åíè
êàòî Îéëåð. Àêàäåìèÿòà ðàçïîëàãà ñúñ çíà÷èòåëíè ôèíàíñîâè ðåñóðñè
è ãîëÿìà áèáëèîòåêà, ôîðìèðàíà ñ êíèãè íà ñàìèÿ èìïåðàòîð è äðóãè
ïðåäñòàâèòåëè íà àðèñòîêðàöèÿòà. Çà äà ñå îãðàíè÷è íàòîâàðâàíåòî
íà ïðåïîäàâàòåëèòå, áðîÿò íà ñòóäåíòèòå å îãðàíè÷åí. Äåéíîñòòà
íà àêàäåìèÿòà ñå ôîêóñèðà âúðõó èçñëåäâàíèÿòà, à ïðåïîäàâàòåëèòå
ðàçïîëàãàò ñ äîñòàòú÷íî âðåìå è ñâîáîäà äà ñå çàíèìàâàò ñ íàó÷íè
âúïðîñè.

Ïðåç öÿëàòà êàðèåðà íà Îéëåð íåãîâîòî çðåíèå ïîñòåïåííî ñå
âëîøàâà. Òðè ãîäèíè ñëåä êàòî åäâà íå óìèðà îò òðåñêà, ïðåç 1735
ãîäèíà òîé ïî÷òè îñëåïÿâà ñ äÿñíîòî ñè îêî. Ñàìèÿò òîé îáÿñíÿâà
òîâà ñ èçòîùèòåëíàòà êàðòîãðàôñêà ðàáîòà, êîÿòî èçâúðøâà çà Ñàíêòïåòåðáóðãñêàòà àêà-
äåìèÿ.

Òðóäîâåòå íà Îéëåð îò ïúðâèÿ ìó ïåòåðáóðãñêè ïåðèîä ñà ãëàâíî â îáëàñòòà íà ìåõàíè-
êàòà, íî ñêîðî òîé çàïî÷âà óñïåøíî äà ðàçðàáîòâà êîðàáîñòðîåíå, êàðòîãðàôèÿ, àñòðîíîìèÿ,
òåîðèÿ íà ðåäîâåòå è òåîðèÿ íà ÷èñëàòà. Îéëåð å ïúðâèÿò, ïóáëèêóâàë ñèñòåìàòèçèðàí åëå-
ìåíòàðåí íàðú÷íèê ïî ìåõàíèêà ïðåç 1736 ãîäèíà.

Ïðèòåñíåí îò ïðîäúëæàâàùàòà ïîëèòè÷åñêà íåñòàáèëíîñò â Ðóñèÿ, Îéëåð íàïóñêà Ñàíêò
Ïåòåðáóðã íà 19 þíè 1741 ãîäèíà è ïðèåìà ïðåäëîæåíèÿ ìó îò êðàë Ôðèäðèõ Âåëèêè ïîñò â
Ïðóñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå. Ñëåäâàùèòå 25 ãîäèíè òîé æèâåå â Áåðëèí, êúäåòî ïèøå íàä
380 ñòàòèè, à ïðåç 1744 ãîäèíà îãëàâÿâà îòäåëà ïî ìàòåìàòèêà íà àêàäåìèÿòà. Òàì òîé ïóá-
ëèêóâà è äâàòà ñâîè íàé-èçâåñòíè òðóäà ½Âúâåäåíèå â àíàëèçà íà áåçêðàéíîòî� (Introductio in
analysin in�nitorum, 1748), ïîñâåòåí íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ôóíêöèè è ½Îñíîâè íà äèôåðåíöèàë-
íîòî ñìÿòàíå� (Institutiones calculi di�erentialis, 1755), ðàçãëåæäàù äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå,
îñíîâåí äÿë íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç.

Ïðåç 1755 ãîäèíà Ëåîíàðä Îéëåð å èçáðàí çà ÷óæäåñòðàíåí ÷ëåí íà Êðàëñêàòà øâåäñêà
àêàäåìèÿ íà íàóêèòå.

Ñëåä èäâàíåòî íà âëàñò íà Åêàòåðèíà Âåëèêà ïîëèòè÷åñêàòà îáñòàíîâêà â Ðóñèÿ ñå ñòà-
áèëèçèðà è ïðåç 1766 ãîäèíà, íåîöåíåí è äúëáîêî îñêúðáåí îò îòíîøåíèåòî íà êðàë Ôðèäðèõ,
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Îéëåð ïðèåìà ïîêàíàòà äà ñå âúðíå îòíîâî â Ñàíêòïåòåðáóðãñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå.
Íà 18 ñåïòåìâðè 1783 ãîäèíà, ñëåä îáÿä ñúñ ñåìåéñòâîòî ñè è äîêàòî ðàçãîâàðÿ ñúñ ñâîÿ

êîëåãà îò àêàäåìèÿòà Àíäåðø Þàí Ëåêñåë çà íîâîîòêðèòàòà ïëàíåòà Óðàí è íåéíàòà îðáèòà,
Ëåîíàðä Îéëåð ïîëó÷àâà ìîçú÷åí êðúâîèçëèâ è óìèðà íÿêîëêî ÷àñà ïî-êúñíî.

Çàáåëåæèòåëíà å íåâåðîÿòíàòà ïðîäóêòèâíîñò íà Îéëåð. Â òîâà îòíîøåíèå òîé ïðå-
âúçõîæäà âñè÷êè ìàòåìàòèöè, à êîëè÷åñòâîòî íà ãîäèøíî ïóáëèêóâàíèòå îò íåãî ñòðàíèöè
å çíà÷èòåëíî äîðè è çà ðîìàíèñò. Ïðîäóêòèâíîñòòà íà Îéëåð íàäìèíàâà âúçìîæíîñòèòå çà
ïóáëèêóâàíå êàêòî íà Áåðëèíñêàòà, òàêà è íà Ñàíêòïåòåðáóðãñêàòà àêàäåìèÿ � òîé ñïîêîéíî
ìîæå äà äàâà ðàáîòà íà íÿêîëêî ìàòåìàòè÷åñêè èíñòèòóòà. Ãåíèÿò íà Îéëåð ñå ïðîÿâÿâà è
â òîâà, ÷å òîé ñúçäàâà ïîëîâèíàòà îò ðàáîòèòå ñè, êîãàòî âå÷å å íà ïðàêòèêà ñëÿï. Îïèðàéêè
ñå íà äîáðàòà ñè ïàìåò è íà íåâåðîÿòíîòî ñè âúîáðàæåíèå, òîé ïðîäúëæàâà äà ðàáîòè, êàòî
äèêòóâà íà åäèí îò ïîìîùíèöèòå ñè.

Æèâîòúò íà Îéëåð âñúùíîñò å ïî÷òè 60 ãîäèíè òâîð÷åñêà äåéíîñò, ãëàâíî â îáëàñò-
òà íà ìàòåìàòèêàòà. Òîé íàïèñâà 40 êíèãè, îêîëî 760 ñòàòèè çà ñïèñàíèÿ, 15 òðóäà ïî ïî-
âîä íà îáÿâåíè íàãðàäè è èçïúëâà ñúñ çàïèñêè ìíîãîáðîéíè áåëåæíèöè è ðàçïðàùà èç Åâðîïà
íÿêîëêî õèëÿäè ïèñìà. Îñâåí òîâà õèëÿäè íåãîâè ñòðàíèöè ñà îñòàíàëè íåïóáëèêóâàíè. Îò
ñòàòèñòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà Îéëåð ïðàâè ïî åäíî îòêðèòèå âñÿêà ñåäìèöà. Îò äðóãà ñòðàíà,
èçêëþ÷èòåëíàòà ìíîãîñòðàííîñò íà íåãîâèòå íàó÷íè ïîñòèæåíèÿ ïîäïîìàãà çíà÷èòåëíî ðàç-
âèòèåòî íà âñè÷êè äÿëîâå íà ìàòåìàòèêàòà è òîé ñå ïðåâðúùà â ïðèìåð çà ìàòåìàòèöèòå
îò ñëåäâàùèòå ïîêîëåíèÿ.

Íàé-èçâåñòíèòå êíèãè ñðåä îãðîìíàòà áèáëèîãðàôèÿ íà Îéëåð ñà:
½Ìåòîä çà íàìèðàíå íà êðèâè ëèíèè, èìàùè ñâîéñòâîòî íà ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì, èëè

ðåøàâàíå íà èçîïåðèìåòðè÷íè çàäà÷è â íàé-øèðîêèÿ ïðèåò ñìèñúë� 1744, ½Âúâåäåíèå â àíàëèçà
íà áåçêðàéíîòî� 1748, ½Îñíîâè íà äèôåðåíöèàëíîòî ñìÿòàíå� 1755, ½Ïúëíè èíñòðóêöèè ïî àë-
ãåáðà� 1765, ½Îñíîâè íà èíòåãðàëíîòî ñìÿòàíå� 1768�70. Íàé�àâòîðèòåòíîòî ïúëíî èçäàíèå
íà ñú÷èíåíèÿòà íà Ëåîíàðä Îéëåð, îçàãëàâåíî ½Ïúëíè ñú÷èíåíèÿ� (½Opera Omnia�), å ïóáëèêóâàíî
ïðåç 1911 ãîäèíà îò Îéëåðîâèÿ êîìèòåò íà Øâåéöàðñêèòå àêàäåìèè íà íàóêèòå.

Ïðèìåð 1.38 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

x+
√
x2 − x+ 1

.

Êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí óäîâëåòâîðÿâà ñëó÷àé 1). Ïîëàãàìå
√
x2 − x+ 1 = t− x. Íàìèðàìå

x =
t2 − 1

2t− 1
, dx = 2

t2 − t+ 1

(2t− 1)2 dt è t = x+
√
x2 − x+ 1. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

∫ dx

x+
√
x2 − x+ 1

=
∫ 2t2 − 2t+ 2

t (2t− 1)2 dt =
∫ (

2

t
− 3

2t− 1
+

3

(2t− 1)2

)
dt

=
3

2(2t− 1)
+ 2 ln |t| − 3

2
ln |2t− 1|+ C

=
3

4
(
x+
√
x2 − x+ 1

)
− 2

+ 2 ln
∣∣∣x+

√
x2 − x+ 1

∣∣∣
−3

2
ln
∣∣∣2 ((x+

√
x2 − x+ 1

)
− 1

∣∣∣+ C.
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Ïðèìåð 1.39 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

(1 + x)
√

1 + x− x2
.

Êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí óäîâëåòâîðÿâà ñëó÷àé 2). Ïîëàãàìå
√

1 + x− x2 = tx+1. Íàìèðàìå

x =
1− 2t

1 + t2
, dx = 2

t2 − t− 1

(1 + t2)2 dt,
√

1 + x− x2 =
1 + t− t2

−1− t2
è t =

√
1 + x− x2 − 1

x
. Çàìåñòâàìå

è ïîëó÷àâàìå∫ dx

(1 + x)
√

1 + x− x2
= 2

∫ dt

(t2 − 2t+ 2) (1 + t2)2

= 2
∫ (

1

25
· 4t+ 7

1 + t2
+

1

5
· 2t+ 1

(1 + t2)2 +
1

25
· 1− 4t

t2 − 2t+ 2

)

=
2

25
ln(1 + t2) +

19

25
arctg(t)− 1

10

t− 2

1 + t2
+ C.

Ïðèìåð 1.40 Ïðåñìåòíåòå
∫ xdx(√

7x− 10− x2
)3 .

Êâàäðàòíèÿò òðè÷ëåí èìà äâà ðåàëíè êîðåíà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà èçïîëçâàìå
âòîðàòà ñóáñòèòóöèÿ íà Îéëåð. Êîðåíè íà êâàäðàòíèÿ òðè÷ëåí ñà λ = 2 è µ = 5. Íåêà

äà ïîëîæèì
√

7x− 10− x2 =
√

(x− 2)(x− 5) = (x − 2)t. Íàìèðàìå x =
5− 2t2

1 + t2
, dx =

− 6tdt

(1 + t2)2
, (x− 2)t =

3t

1 + t2
è t =

√
7x− 10− x2

x− 2
. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

∫ xdx(√
7x− 10− x2

)3 = − 6

27

∫ 5 + 2t2

t2
dt = −2

9

∫ (
5

t2
+ 2

)
dt

=
10

9t
− 4t

9
+ C

=
10(x− 2)

9
√

7x− 10− x2
− 4
√

7x− 10− x2

9(x− 2)
+ C.

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ dx

x+
√
x2 + x+ 1

; á)
∫ dx

1 +
√

1− 2x− x2
; â)

∫
x
√
x2 − 2x+ 2 dx;

ã)
∫ x−

√
x2 + 3x+ 2

x+
√
x2 + 3x+ 2

dx; ä)
∫ dx(

1 +
√
x(1 + x)

)2 .
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1.8 Èíòåãðèðàíå íà òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè.

Äèôåðåíöèàëèòå îò âèäà R(sinx, cosx)dx, êúäåòî R å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà äâå ïðî-
ìåíëèâè âèíàãè ìîãàò äà ñå ðàöèîíàëèçèðàò ñúñ ñóáñòèòóöèÿòà

t = tg
(
x

2

)
.(11)

Ïðè òîâà ïîëàãàíå ïîëó÷àâàìå sinx =
2 tg

(
x

2

)
1 + tg2

(
x

2

) =
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2

(
x

2

)
1 + tg2

(
x

2

) =
1− t2

1 + t2
,

x = 2 arctg t è dx =
2dt

1 + t2
. Òàêà èíòåãðàëèòå îò âèäà

∫
R(sinx, cosx)dx =

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
· 2dt

1 + t2

ñå ñâåæäàò äî ïðåñìÿòàíå íà èíòåãðàëè îò ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.
Ïîëàãàíåòî ñúñ ñóáñòèòóöèÿòà (11) å óíèâåðñàëíî è ïðèâåæäà âñÿêà ðàöèîíàëíà ôóí-

êöèÿ îò sin è cos êúì ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà t. Èìà ÷àñòíè ñëó÷àè, ïðè êîèòî ìîãàò äà
áúäàò íàìàëåíè ïðåñìÿòàíèÿòà, àêî ñå èçïîëçâàò äðóãè ñóáñòèòóöèè.

1) Àêî ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî R(−u, v) = −R(u, v),
òî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà t = cosx. Ïðè òîâà ïîëàãàíå ïîëó÷àâàìå sinx =
√

1− t2, x = arccos t è dx = − dt√
1− t2

.

2) Àêî ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî R(u,−v) = −R(u, v),
òî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà t = sinx. Ïðè òîâà ïîëàãàíå ïîëó÷àâàìå cosx =
√

1− t2, x = arcsin t è dx =
dt√

1− t2
.

3) Àêî ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî R(−u,−v) = R(u, v),
òî ìîæåì äà èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà t = tg x. Ïðè òîâà ïîëàãàíå ïîëó÷àâàìå sinx =

t√
1 + t2

, cosx =
1√

1 + t2
, x = arctg t è dx =

dt

1 + t2
.

Ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ÷àñòåí ñëó÷àé 1). Àêî R(−u, v) = R(u, v) ñëåäâà, ÷å ñúùåñ-
òâóâà R1(u, v), òàêà ÷å R(−u, v) = R1(u2, v), ò.å. ñúäúðæà ñàìî ÷åòíè ñòåïåíè íà u. Àêî

R(−u, v) = −R(u, v), òî
R(−u, v)

−u
=
R(u, v)

u
. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà R2(u, v), òàêà ÷å

R(u, v) = R2(u2, v)u.
Àêî ïîëîæèì cos(x) = t ñëåä çàìåñòâàíå ïîëó÷àâàìå

R(sinx, cosx)dx = R2

((√
1− t2

)2
, t
)√

1− t2 dt√
1− t2

= R2

(
1− t2, t

)
dt,

ò.å. ïîëó÷àâàìå ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà t.
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Ïðèìåð 1.41 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

sinx(2 + cos x− 2 sinx)
.

Èíòåãðàëúò íå å îò íèòî åäèí îò 3-òå ÷àñòíè ñëó÷àÿ è ñëåäîâàòåëíî ùå èçïîëçâàìå

ñóáñòèòóöèÿòà t = tg
(
x

2

)
. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

I =
∫ dx

sinx(2 + cos x− 2 sinx)
=
∫ 2dt

1 + t2

2t

1 + t2

(
2 +

1− t2

1 + t2
− 4t

1 + t2

)

=
∫ (1 + t2)dt

t(t2 − 4t+ 3)
=
∫ (1 + t2)dt

t(t− 3)(t− 1)
=
∫ (

1

3t
+

5

3

1

t− 3
− 1

t− 1

)
dt

=
1

3
ln |t|+ 5

3
ln |t− 3| − ln |t− 1|+ C

=
1

3
ln
∣∣∣∣tg(x2

)∣∣∣∣ |+ 5

3
ln
∣∣∣∣tg(x2

)
− 3

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣tg(x2

)
− 1

∣∣∣∣+ C.

Ïðèìåð 1.42 Ïðåñìåòíåòå
∫ dx

sinx(2 cos2 x− 1)
.

Èíòåãðàëúò å îò ÷àñòåí ñëó÷àé 1) è ñëåäîâàòåëíî ùå èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà t =
cosx. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

I =
∫ dx

sinx(2 cos2 x− 1)
= −

∫ dt

(1− t2)(2t2 − 1)
=
∫ (

2

1− 2t2
− 1

1− t2
)
dt

=
1√
2

ln

∣∣∣∣∣1 + t
√

2

1− t
√

2

∣∣∣∣∣− 1

2
ln
∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ C =
1√
2

ln

∣∣∣∣∣1 +
√

2 cosx

1−
√

2 cosx

∣∣∣∣∣− 1

2
ln
∣∣∣∣1 + cos x

1− cosx

∣∣∣∣+ C.

Ïðèìåð 1.43 Ïðåñìåòíåòå
∫ sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx.

Èíòåãðàëúò å îò ÷àñòåí ñëó÷àé 3) è ñëåäîâàòåëíî ùå èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà t =
tg x. Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

I =
∫ sin2 x cosx

sinx+ cosx
dx =

∫ t2dt

(t+ 1)(t2 + 1)2
=
∫ (

1

4

1

1 + t
− 1

4

t− 1

t2 + 1
+

1

2

t− 1

(t2 + 1)2

)
dt

=
1

4
ln

∣∣∣∣∣ 1 + t√
1 + t2

∣∣∣∣∣− 1

4

1 + t

1 + t2
+ C =

1

4
ln

∣∣∣∣∣∣ 1 + tg x√
1 + tg2 x

∣∣∣∣∣∣− 1

4

1 + tg x

1 + tg2 x
+ C.
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Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå

à)
∫ dx

3 + 5 cosx
; á)

∫ dx

sinx+ cosx
; â)

∫ cosx

1 + cos x
dx; ã)

∫ sinx

1− sinx
dx;

ä)
∫ dx

8− 4 sin +7 cosx
; å)

∫ dx

cosx+ 2 sinx+ 3
; æ)

∫ 3 sinx+ 2 cosx

2 sinx+ 3 cosx
dx; ç)

∫ 1 + tg x

1− tg x
dx;

è)
∫ dx

3 sin2 x+ 5 cos2 x
; é)

∫ dx

1 + 3 cos2 x
; ê)

∫ sinx

(1− cos2 x)3dx; ë)
∫ sin 2x

1 + sin2 x
dx.

42



2 Îïðåäåëåí èíòåãðàë

Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà èçìèíàòèÿ ïúò îò ìîìåíòà t0 = 0 äî t1 = 1 îò
îáåêò, êîéòî ñå äâèæè ñ ïðîìåíëèâà ñêîðîñò. Íåêà ñêîðîñòòà íà îáåêòà v(t) = t2 å ôóíêöèÿ,
çàâèñåùà îò âðåìåòî. Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, 1] íà n ðàâíè ÷àñòè. Òîãàâà èçìèíàòèÿò

ïúò çà âðåìåòî îò

[
k − 1

n
,
k

n

]
óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

(
k − 1

n

)2
1

n
= v

(
k − 1

n

)
1

n
≤ S

([
k − 1

n
,
k

n

])
≤ v

(
k

n

)
1

n
=

(
k

n

)2
1

n
(12)

çà k = 1, 2, . . . , n. Ñëåä ñóìèðàíå ïî k íàìèðàìå, ÷å îáùèÿò èçìèíàò ïúò óäîâëåòâîðÿâà
íåðàâåíñòâàòà

n∑
k=1

(
k − 1

n

)2
1

n
≤ S([0, 1]) ≤

n∑
k=1

(
k

n

)2
1

n
.(13)

Äà ðàçãëåäàìå Òàáëèöà 1, â êîÿòî ñìå ïîïúëíèëè ñòîéíîñòèòå îò (13) çà
n = 5, 10, 20, 100, 1000, 10000.

n Ëÿâà ñóìà Äÿñíà ñóìà Ðàçëèêà íà äâåòå ñóìè Ñðåäíà ñòîéíîñò íà äâåòå ñóìè
5 0, 24 0, 44 0, 2 0, 34

10 0, 285 0, 385 0, 1 0, 335
20 0, 30875 0, 35875 0, 05 0, 33375

100 0, 33283 0, 33835 0, 001 0, 33335
1000 0, 33283 0, 33383 0, 001 0, 33333

10000 0, 33328 0, 33338 0, 0001 0, 33333

Îò ãîðíàòà òàáëèöà çàáåëÿçâàìå, ÷å ïðè óâåëè÷àâàíå áðîÿ íà äåëåíèÿòà èçìèíàòèÿò ïúò
ñå îãðàíè÷àâà îò ÷èñëà, êîèòî ñòàâàò âñå ïî áëèçêè åäíî äî äðóãî. Ñúùî òàêà âèæäàìå,
÷å ëåâèòå ñóìè íàðàñòâàò ñ óâåëè÷åíèå íà n, äîêàòî äåñíèòå ñóìè íàìàëÿâàò.

Ïîïúëâàíåòî íà òàáëèöàòà ñå èçâúðøâà áúðçî è ëåñíî ñ Maple
f := t→ t2;

t→ t2

A := [5, 10, 20, 100, 1000, 100000];m := numelems(A);

Ñ öèêúëà îòïå÷àòâàìå ãîðíàòà òàáëèöà:
for i to m do

s := evalf


A[i]∑
k=1

f

(
k − 1

A[i]

)
A[i]

,

 : S := evalf


A[i]∑
k=1

f

(
k

A[i]

)
A[i]

,

 : ε := S − s;

E := (S + s) ∗ (1/2) :
print(s, S, epsilon, E)
end do :
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Ãåîìåòðè÷íî ëåâèòå è äåñíèòå ñóìè â (13) ñà ñóìèòå íà ëèöàòà íà ïðàâîúãúëíèöè ñ

îñíîâà
1

n
è âèñî÷èíè ñúîòâåòíî

(
k−1
n

)2
è
(
k
n

)2
(Ôèã. 4). Îò ãðàôèêàòà âèæäàìå, ÷å ëÿâàòà

Ôèãóðà 4: Èçìèíàò ïúò ïðè ñêîðîñò v(t) = t2

ñóìà å ñóìàòà îò ëèöàòà íà ñèíèòå ïðàâîúãúëíèöè, à äÿñíàòà ñóìà å ñóìàòà îò ëèöàòà íà
ñèíèòå ïðàâîúãúëíèöè è ÷åðâåíèòå ïðàâîúãúëíèöè.

Îò òàáëèöàòà è ãðàôèêàòà çàáåëÿçâàìå, ÷å ðàçëèêàòà íà ëåâèòå è äåñíèòå ñóìè ñòàâà
âñå ïî�ìàëêà è ìîæå áè ùå êëîíè êúì íóëà, àêî áðîÿò íà äåëåíèÿòà êëîíè êúì áåçê-
ðàéíîñò. Îò (Ôèã. 4) ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å èçìèíàòèÿò ïúò å ëèöåòî íà ôèãóðàòà
çàêëþ÷åíà ìåæäó ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f(x) = x2, x = 0, x = 1 è y = 1.

2.1 Ñóìè íà Ðèìàí.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b] íàðè÷àìå òî÷êèòå {xk}nk=0, àêî óäîâëåò-
âîðÿâàò íåðàâåíñòâàòà a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b è îçíà÷àâàìå ñ {x}.

Âñÿêî äåëåíèå ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíî è êàòî ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 2.2 Äåëåíèåòî {y} íà èíòåðâàëà [a, b] íàðè÷àìå äðîáíî íà äåëåíèåòî {x},
àêî {x} ⊂ {y}.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Äåëåíèåòî {x} íà èíòåðâàëà [a, b] íàðè÷àìå îáåäèíåíèå íà äåëåíèÿòà
{y} è {z}, àêî {x} = {y}⋃{z}.

Îò Îïðåäåëåíèå 2.2 è Îïðåäåëåíèå 2.3 ñëåäâà, ÷å îáåäèíåíèåòî íà äâå äåëåíèÿ å
äðîáíî äåëåíèå íà âñÿêî åäíî îò òÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2.4 Íåêà f : [a, b] → R, {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b] è ξk ∈ [xk−1, xk].
Èíòåãðàëíà ñóìà íàðè÷àìå ÷èñëîòî

σ(f, {x}, {ξk}) =
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk,
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êúäåòî èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî ∆xk = (xk − xk−1).

Ùå îòáåëåæèì, ÷å èíòåãðàëíàòà ñóìà σ(f, {x}, {ξk}) çàâèñè êàêòî îò èçáîðà íà äå-
ëåíèåòî {x}, òàêà è îò èçáîðà íà òî÷êèòå {ξk}. Èíòåðâàëèòå [xk−1, xk] íàðè÷àìå ÷àñòè÷íè
èíòåðâàëè, à òî÷êèòå ξk ∈ [xk−1, xk] íàðè÷àìå ìåæäèííè òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 2.5 Äèàìåòúð íà äåëåíèåòî {x} íàðè÷àìå ÷èñëîòî

d({x}) = max{xk − xk−1 : 1 ≤ k ≤ n} = max{∆xk : 1 ≤ k ≤ n}.

Äèàìåòúðúò íà åäíî äåëåíèå çàâèñè îò ñàìîòî äåëåíèå {x}, çàòîâà êîðåêòíèÿò çàïèñ
å d({x}). Êîãàòî íÿìà îïàñíîñò îò íåäîðàçóìåíèå ùå èçïîëçâàìå ñúêðàòåíîòî èçïèñâàíå
d âìåñòî d({x})

Îïðåäåëåíèå 2.6 Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî I å ãðàíèöà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè σ(f, {xk}, {ξk})
ïðè äèàìåòúð íà äåëåíèÿòà d, êëîíÿù êúì íóëà, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0,
òàêà ÷å çà âñÿêî äåëåíèå, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà d < δ è ïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà ìåæ-
äèííèòå òî÷êè {ξk} å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|I − σ(f, {xk}, {ξk})| < ε.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè I, òî òÿ å
åäèíñòâåíà. Êîãàòî ãðàíèöàòà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè ïðè äèàìåòúð, êëîíÿù êúì íóëà
ñúùåñòâóâà, èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî I = lim

d→0
σ(f, {xk}, {ξk}).

Îïðåäåëåíèå 2.6 äåôèíèðà ãðàíèöàòà I íà åçèêà ε � δ. Ùå äàäåì åêâèâàëåíòíà ôîð-
ìóëèðîâêà íà Îïðåäåëåíèå 2.6 íà åçèêà íà ÷èñëîâèòå ðåäèöè.

Îïðåäåëåíèå 2.7 Íåêà {λn}∞n=1 å ïðîèçâîëíà ðåäèöà îò äåëåíèÿ íà èíòåðâàëà [a, b]. Êàç-
âàìå, ÷å ðåäèöàòà îò äåëåíèÿ {λn}∞n=1 å íîðìàëíà, àêî ðåäèöàòà îò äèàìåòðè {d(λn)}∞n=1

å ñõîäÿùà êúì íóëà.

Ïðèìåð 2.1 Íåêà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà {λn}∞n=1 îò äåëåíèÿ íà èíòåðâàëà [a, b], êúäåòî
λn ðàçäåëÿ èíòåðâàëà íà n ðàâíè ÷àñòè.

Äà îçíà÷èì òî÷êèòå îò äåëåíèåòî λn = {xni }ni=0. Âåäíàãà ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å xi =

a+ i
b− a
n

çà i = 0, 1, 2, . . . , n. Îò d(λn) =
b− a
n

−→
n→∞

= 0 ñëåäâà, ÷å òàêà äåôèíèðàíàòà

ðåäèöà å íîðìàëíà.

Îïðåäåëåíèå 2.8 Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî I å ãðàíèöà íà èíòåãðàëíèòå ñóìè
σ(f, {xk}, {ξk}), àêî çà âñÿêà íîðìàëíà ðåäèöà îò äåëåíèÿ {λn}∞n=1 ðåäèöàòà îò èíòåãðàë-
íè ñóìè σn(f, λn, {ξk}) êëîíè êúì I íåçàâèñèìî îò èçáîðà íà ìåæäèííèòå òî÷êè {ξk}.
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Òåîðåìà 2.1 Èíòåãðàëíèòå ñóìè σ(f, {xk}, {ξk}) ñà ñõîäÿùè ïðè d, êëîíÿùî êúì íóëà,
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ðåäèöàòà îò èíòåãðàëíè ñóìè σn(f, λn, {ξ}) å ñõîäÿùà çà
âñÿêà íîðìàëíà ðåäèöà îò äåëåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà çà åêâèâàëåíòíîñò íà äâåòå äåôèíèöèè çà
ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.9 Êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà ïî Ðèìàí â èíòåðâàëà [a, b],
àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà I = lim

d→0
σ(f, {xk}, {ξk}).

×èñëîòî I íàðè÷àìå îïðåäåëåí èíòåãðàë íà Ðèìàí íà ôóíêöèÿòà f â èíòåðâàëà [a, b]
è îçíà÷àâàìå ñúñ ñèìâîëà ∫ b

a
f(x)dx.

×èñëîòî a íàðè÷àìå äîëíà ãðàíèöà íà èíòåãðèðàíåòî, ÷èñëîòî b íàðè÷àìå ãîðíà ãðà-
íèöà íà èíòåãðèðàíåòî, à ïðîìåíëèâàòà x íàðè÷àìå èíòåãðàöèîííà ïðîìåíëèâà è ìîæåì
äà ÿ îçíà÷àâàìå ñ ïðîèçâîëíà áóêâà, ò.å.∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
f(s)ds.

Ôèãóðà 5: Georg
Friedrich Bernhard
Riemann

Áàùàòà íà Ãåîðã Ôðèäðèõ Áåðíõàðä Ðèìàí (1826 � 1866) å áèë
ëóòåðàíñêè ñâåùåíèê. Áåðíõàðä áèë 2-òî îò îáùî 6 äåöà � 2 ìîì÷å-
òà è 4 ìîìè÷åòà. Äî íåãîâàòà 10-òà ãîäèíà ãî îáó÷àâà áàùà ìó, íà
êîãîòî ïîìàãà è íà÷àëåí ó÷èòåë îò ìåñòíîòî ó÷èëèùå. Ïðåç 1840 ã.
Ðèìàí âëèçà íàïðàâî â 3 êëàñ íà ëèöåÿ â Õàíîâåð. Äîêàòî ó÷èë òàì,
æèâåå ïðè áàáà ñè, íî ïðåç 1842 ã. òÿ óìèðà è òîé ñå ïðåìåñòâà â
ãèìíàçèÿ â Ëþíåáóðã. Ìàêàð äà å äîáúð ó÷åíèê, Ðèìàí íå áëåñòè ñ
íèùî îñîáåíî. Ïîêàçâà èíòåðåñ êúì ìàòåìàòèêàòà è äèðåêòîðúò íà
ãèìíàçèÿòà ìó ïîçâîëÿâà äà ÷åòå ìàòåìàòè÷åñêè êíèãè îò ñâîÿòà
ñîáñòâåíà áèáëèîòåêà.

Ïðåç ïðîëåòòà íà 1846 ã. Ðèìàí ñå çàïèñâà â Ãüîòèíãåíñêèÿ
óíèâåðñèòåò. Íåãîâèÿò áàùà ãî îêóðàæàâà äà âëåçå â Òåîëîãè÷åñêèÿ
ôàêóëòåò. Ñëåä êàòî ïîñåùàâà íÿêîëêî ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêà, òîé
ïèòà áàùà ñè äàëè íå ìîæå äà ñå ïðåõâúðëè âúâ Ôàêóëòåòà ïî ôè-
ëîñîôèÿ, çà äà ìîæå äà ó÷è ìàòåìàòèêà. Ðèìàí â ãîëÿìà ñòåïåí ñå
ñúîáðàçÿâà ñ æåëàíèÿòà íà ñåìåéñòâîòî ñè è íå ïðåäïðèåìà âàæíè ñòúïêè áåç ðàçðåøåíèåòî
íà áàùà ñè. Êîãàòî òîé ìó ïîçâîëÿâà, Ðèìàí çàïî÷âà äà ïîñåùàâà êóðñîâåòå ïî ìàòåìàòèêà
íà Ìîðèö Ñòåðí è Êàðë Ôðèäðèõ Ãàóñ. Ãàóñ è Ñòåðí ñêîðî îòêðèâàò ãåíèÿ íà Ðèìàí.

Ïðåç ïðîëåòòà íà 1847 ã. Ðèìàí ñå ìåñòè îò Ãüîòèíãåí â Áåðëèíñêèÿ óíèâåðñèòåò,
êúäåòî ïðåïîäàâàòåëè ìó ñà Ïåòåð Ãóñòàâ Ëüîæîí Äèðèõëå, Êàðë ßêîáè, ßêîá Ùàéíåð. Òîâà
âðåìå å ìíîãî ïîëçîòâîðíî çà íåãî. Íàé-âàæíèÿò ÷îâåê, ïîâëèÿë íà Ðèìàí ïî îíîâà âðåìå îáà÷å,
áåç ñúìíåíèå å Äèðèõëå. Ïðåç òîçè ñè ïåðèîä Ðèìàí çàïî÷âà ðàáîòà âúðõó ñâîé îñíîâåí òðóä �
½Òåîðèÿ íà êîìïëåêñíèòå ïðîìåíëèâè�.
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Ïðåç 1849 ã. Ðèìàí ñå âðúùà â Ãüîòèíãåí è íåãîâàòà äèñåðòàöèÿ ïîä ðúêîâîäñòâîòî íà
Ãàóñ å ïóáëèêóâàíà ïðåç 1851 ã. Íî Ãàóñ íå å åäèíñòâåíèÿò, êîéòî ìó îêàçâà âëèÿíèå.

Ðèìàí ÷åòå ïúðâèòå ñè ëåêöèè ïðåç 1854 ã., êîèòî ïîëàãàò îñíîâèòå íà Ðèìàíîâàòà ãåî-
ìåòðèÿ è ïî òîçè íà÷èí ñúçäàâàò ïî÷âàòà çà îáùàòà òåîðèÿ çà îòíîñèòåëíîñòòà íà Àëáåðò
Àéíùàéí

Ïðèìåð 2.2 Íåêà f : [a, b]→ R+. Äà ðàçãëåäàìå ôèãóðàòà, îãðàíè÷åíà îò ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà f , ïðàâèòå x = a, x = b è èíòåðâàëà [a, b]. Çà äåëåíèåòî {x} è ìåæäèííèòå
òî÷êè {ξ} èíòåãðàëíàòà ñóìà σ(f, {xk}, {ξ}) ïðåäñòàâëÿâà ëèöåòî íà çàùðèõîâàíàòà
ôèãóðà, êîÿòî ñå ñúñòîè îò n íà áðîé ïðàâîúãúëíèêà ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå ∆xk è
f(ξk) (Ôèã. 6).

Ôèãóðà 6: Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà èíòåãðàëíèòå ñóìè

Ïðèìåð 2.3 Íåêà f ≡ c�êîíñòàíòà. Äà ñå ïðåñìåòíå
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
cdx.

Çà âñÿêî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b] è çà âñåêè èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè {ξ}
å èçïúëíåíî f(ξk) = c. Òîãàâà îò ðàâåíñòâîòî

σ(f, {x}, {ξ}) =
n∑
k=1

f(ξk)∆k = c
n∑
k=1

∆k = c(b− a)

ñëåäâà, ÷å
∫ b
a f(x)dx = lim

d→0
σ(f, {xk}, {ξk}) = c(b− a).
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Ïðèìåð 2.4 Ôóíêöèÿòà íà Äèðèõëå

D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x 6∈ Q

íå å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [0, 1].

Íåêà äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [0, 1]. Âúâ âñåêè îò ÷àñòè÷-
íèòå èíòåðâàëè [xk−1, xk], k = 0, 1, . . . n ñúùåñòâóâàò êàêòî ðàöèîíàëíî ÷èñëî ξk, òàêà è
èðàöèîíàëíî ÷èñëî ηk. Òîãàâà èíòåãðàëíèòå ñóìè σ ñà ðàâíè íà

σ(D, {x}, {ξ}) =
n∑
k=1

D(ξk)∆k =
n∑
k=1

∆k = 1

è

σ(D, {x}, {η}) =
n∑
k=1

D(ηk)∆k = 0.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëíèòå ñóìè σ íà ôóíêöèÿòà íà Äèðèõëå, íÿìàò ãðàíèöà, êîãàòî
äèàìåòúðúò íà äåëåíèÿòà êëîíè êúì íóëà.

Ïðèìåð 2.5 Àêî f : R→ R å íåîãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, òî òÿ íå å èíòåãðóåìà.

Àêî ôóíêöèÿòà å íåîãðàíè÷åíà, òîãàâà çà âñÿêî äåëåíèå {x} ñúùåñòâóâà èíòåðâàë
[xk−1, xk], â êîéòî ôóíêöèÿòà å íåîãðàíè÷åíà, ò.å. çà âñÿêî M ñúùåñòâóâà ξk ∈ [xk−1, xk],

òàêà ÷å |f(ξk)| ≥ M . Íåêà çà âñÿêî äåëåíèå äà ïîëîæèì σ1 =
∣∣∣∑i 6=k f(ξi)∆i

∣∣∣. Òîãàâà å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|σ(f, {x}, {ξ})| =

∣∣∣∣∣∣f(ξk)∆k +
n∑
i 6=k

f(ξi)∆i

∣∣∣∣∣∣ ≥ |f(ξk)|∆k −

∣∣∣∣∣∣
n∑
i 6=k

f(ξi)∆i

∣∣∣∣∣∣ .
Èçáèðàìå ξk ∈ [xk−1, xk], òàêà ÷å |f(ξk)| ≥

M + σ1

∆k

è ïîëó÷àâàìå

|σ(f, {x}, {ξ})| =

∣∣∣∣∣∣f(ξk)∆k +
n∑
i 6=k

f(ξi)∆i

∣∣∣∣∣∣ ≥ |f(ξk)|∆k −

∣∣∣∣∣∣
n∑
i 6=k

f(ξi)∆i

∣∣∣∣∣∣ ≥M + σ1 − σ1 = M.

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî äåëåíèå {x} è âñÿêî M ñúùåñòâóâàò ìåæäèííè òî÷êè {ξ}, òàêà
÷å |σ(f, {x}, {ξ})| ≥ M , êîåòî îçíà÷àâà, ÷å èíòåãðàëíèòå ñóìè σ íÿìàò ãðàíèöà, êîãàòî
äèàìåòúðúò íà äåëåíèÿòà êëîíè êúì íóëà.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå èíòåãðàëíèòå ñóìè ïðè äåëåíèÿ λn íà èíòåðâàëà [a, b] íà n ðàâíè ÷àñòè è
ìåæäèííè òî÷êè, êîèòî ñà ñðåäè íà èíòåðâàëèòå. Ïðåñìåòíåòå ãðàíèöèòå limn→∞ σ(f, λn, {ξ})
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à) [0, 1], f(x) = 1 + x; á) [0, 1], f(x) = x2; â) [0, 1], f(x) = 2x; ã) [0, 1], f(x) =
√
x;

ä) [1, 5], f(x) = 1 +
1

x
; å) [1, 4], f(x) = x2; æ) [−1, 1], f(x) = 2x; ç) [−2, 4], f(x) = 3

√
x.

2) Ïðåñìåòíåòå îïðåäåëåíèòå èíòåãðàëè, êàòî ãè ðàçãëåäàòå êàòî ãðàíèöà íà èíòåãðàëíè

ñóìè ñ ïîäõîäÿùî ïîäáðàíè äåëåíèÿ

à)
∫ 2

−1
x2dx; á)

∫ 1

0
exdx; â)

∫ π/2

0
sinxdx; ã)

∫ π

0
cosxdx; ä)

∫ 2

1

dx

x2
; å)

∫ 2

0
xmdx; æ)

∫ 1

1/2

dx

x
.

2.2 Ãîëÿìà è ìàëêà ñóìè íà Äàðáó

Îò Ïðèìåð 2.5 ñëåäâà, ÷å ïðè èçñëåäâàíå íà èòåãðóåìèòå ôóíêöèè ìîæåì äà ñå
îãðàíè÷èì ñàìî äî îãðàíè÷åíèòå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 2.10 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ è {x} å äåëåíèå íà èíòåð-
âàëà [a, b]. Ïîëàãàìå Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]} è mk = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}.
Ñóìàòà

S(f, {x}) =
n∑
k=1

Mk∆k

íàðè÷àìå ãîëÿìà ñóìà íà Äàðáó íà ôóíêöèÿòà f çà äåëåíèåòî {x}. Ñóìàòà

s(f, {x}) =
n∑
k=1

mk∆k

íàðè÷àìå ìàëêà ñóìà íà Äàðáó íà ôóíêöèÿòà f çà äåëåíèåòî {x}.

Ôèãóðà 7: Ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà ãîëåìèòå è ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó

Äà ðàçãëåäàìå ôèãóðàòà îãðàíè÷åíà îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f , ïðàâèòå x = a,
x = b è êîîðäèíàòíàòà îñ Ox. Íåêà {x} å ïðîèçâîëíî äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà
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ãîëÿìàòà ñóìà íà Äàðáó ïðåäñòàâëÿâà ñóìàòà îò ëèöàòà íà n íà áðîé ïðàâîúãúëíèêà ñ
äúëæèíè íà ñòðàíèòå Mk è ∆k (Ôèã. 7 â ëÿâî), à ìàëêàòà ñóìà íà Äàðáó ïðåäñòàâëÿâà
ñóìàòà îò ëèöàòà íà n íà áðîé ïðàâîúãúëíèêà ñ äúëæèíè íà ñòðàíèòå mk è ∆k (Ôèã. 7 â
äÿñíî).

Ôèãóðà 8: Darboux

Äàðáó (1842�1917) å ðîäåí Íèì âúâ Ôðàíöèÿ. Ó÷èë å â ëèöåè-
òå â Íèì è Ìîíïåëèå ïðåäè äà áúäå ïðèåò â Ñîðáîíàòà. Äàðáó èìà
âàæíè ïðèíîñè êúì ãåîìåòðèÿòà è ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Áèë å
áèîãðàô íà Àíðè Ïîàíêàðå è å ðåäàêòîð íà èçáðàíèòå òâîðáè íà Äæî-
óçåô Ôóðèå. Äàðáó çàùèòàâà äîêòîðñêà äèñåðòàöèÿ â Ecole Normale
Superieure ïðåç 1866 ã.. Ïðåç 1900 ã. òîé å íàçíà÷åí çà ïîñòîÿíåí ñåê-
ðåòàð íà àêàäåìèÿòà â ìàòåìàòè÷åñêàòà ñåêöèÿ. Ñòóäåíòè ñà ìó
áèëè Åìèë Áîðåë, Åëè Êàðòàí. Ïðåç 1902 ã. å èçáðàí çà ÷ëåí íà Êðàë-
ñêîòî îáùåñòâî; ïðåç 1916 ã. òîé ïîëó÷àâà Sylvester Medal îò Êðàëñ-
êîòî îáùåñòâî. Èìà ìíîãî òåðìèíè â ìàòåìàòèêàòà, êîèòî íîñÿò
íåãîâîòî èìå, êàòî áàçèñ íà Äàðáó, óðàâíåíèå íà Äàðáó, òðàíñôîðìà-
öèÿ íà Äàðáó è ìíîãî äðóãè.

Ëåìà 2.1 Íåêà f : [a, b]→ R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ è {x} å äåëå-
íèå íà èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

s(f, {x}) ≤ σ(f, {x}, {ξ}) ≤ S(f, {x})

çà âñåêè èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè {ξ}.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò äåôèíèöèÿòà íà ÷èñëàòàMk è mk ñëåäâà âåðíîñòòà íà íåðàâåíñòâàòà
mk ≤ f(ξk) ≤Mk çà âñÿêî k = 1, 2, . . . n. Ñëåäîâàòåëíî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

n∑
k=1

mk∆k ≤
n∑
k=1

f(ξk)∆k ≤
n∑
k=1

Mk∆k.

�

Ëåìà 2.2 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ è {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b].
Òîãàâà çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò ìåæäèííè òî÷êè {ξ} è {η}, òàêà ÷å äà ñà èçïúëíåíè
íåðàâåíñòâàòà:

0 ≤ S(f, {x})− σ(f, {x}, {ξ}) < ε(14)

è
0 ≤ σ(f, {x}, {η})− s(f, {x}) < ε.(15)

Äîêàçàòåëñòâî:Ùå äîêàæåì íåðàâåíñòâî (14). Íåêà {x} å ïðîèçâîëíî äåëåíèå íà èíòåð-
âàëà [a, b] è ε > 0 å ïðîèçâîëíî èçáðàíî. Îò äåôèíèöèÿòà íàMk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}
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ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξk ∈ [xk−1, xk], òàêà ÷å Mk −
ε

b− a
≤ f(ξk) ≤Mk. Çà òàêà èçáðàíèòå

ìåæäèííè òî÷êè {ξ} å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

0 ≤
n∑
k=1

Mk∆k −
n∑
k=1

f(ξk)∆k =
n∑
k=1

(Mk − f(ξk))∆k ≤
ε

b− a

n∑
k=1

∆k = ε.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà (15) å àíàëîãè÷íî. �

Ñëåäñòâèå 2.1 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ è {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà
[a, b]. Òîãàâà ñà âåðíè ðàâåíñòâàòà:

S(f, {x}) = sup{σ(f, {x}, {ξ}) : {ξ}}

è
s(f, {x}) = inf{σ(f, {x}, {ξ}) : {ξ}}.

Ëåìà 2.3 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b] è
{y} å äðîáíî äåëåíèå íà {x}. Òîãàâà ñà âåðíè íåðàâåíñòâàòà:

S(f, {x}) ≥ S(f, {y})

è
s(f, {x}) ≤ s(f, {y}).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äåëåíèåòî {y} ñå ïîëó÷àâà îò {x} ñ äîáàâÿíåòî íà åäíà òî÷êà
y ∈ (xk−1, xk). Äà ïîëîæèì Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, M

′
k = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, y]},

M
′′
k = sup{f(x) : x ∈ [y, xk]}. Òîãàâà

S(f, {x}) =
k−1∑
i=1

Mi∆i +Mk∆k +
n∑

i=k+1

Mi∆i

≥
k−1∑
i=1

Mi∆i +M
′

k(y − xk−1) +M
′′

k (xk − y) +
n∑

i=k+1

Mi∆i = S(f, {y}).

Ñëó÷àÿò, êîãàòî äðîáíîòî äåëåíèå ñå ïîëó÷àâà ñ äîáàâÿíåòî íà ïîâå÷å îò åäíà òî÷êà ñå
ñâåæäà äî äîêàçàíîòî.

Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà è íåðàâåíñòâîòî çà ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó. �

Ëåìà 2.4 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, {x} è {y} ñà äåëåíèÿ íà èíòåðâàëà
[a, b]. Òîãàâà â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî:

s(f, {x}) ≤ S(f, {y}).
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {x} è {y} ñà äâå ïðîèçâîëíè äåëåíèÿ íà èíòåðâàëà [a, b]. Äà ïîëî-
æèì {z} = {x} ∪ {y}. Ñïîðåä Ëåìà 2.3 è Ëåìà 2.1 ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

s(f, {x}) ≤ s(f, {z}) ≤ S(f, {z}) ≤ S(f, {y}).

�

Ñëåäñòâèå 2.2 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ìàëêè ñóìè íà Äàðáó å îãðàíè÷åíî îòãîðå è ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ãîëåìè ñóìè íà
Äàðáó å îãðàíè÷åíî îòäîëó.

Äîêàçàòåëñòâî: Âñÿêà ìàëêà ñóìà å ïî�ìàëêà îò êîÿòî è äà å ãîëÿìà ñóìà. Ñëåäîâàòåëíî
ìàëêèòå ñóìè ñà îãðàíè÷åíè îòãîðå. Âñÿêà ãîëÿìà ñóìà å ïî�ãîëÿìà îò êîÿòî è äà å ìàëêà
ñóìà. Ñëåäîâàòåëíî ãîëåìèòå ñóìè ñà îãðàíè÷åíè îòäîëó. �

Îïðåäåëåíèå 2.11 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà
I∗ íà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè äîëíè ñóìè íà Äàðáó çà ôóíêöèÿòà f íàðè÷àìå äîëåí
èíòåãðàë íà Äàðáó. Òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà I∗ íà ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ãîðíè ñóìè
íà Äàðáó çà ôóíêöèÿòà f íàðè÷àìå ãîðåí èíòåãðàë íà Äàðáó.

Ëåìà 2.5 Íåêà f : [a, b]→ R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Òîãàâà â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî:

I∗ ≤ I∗.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ò.å. I∗ > I∗. Äà ïîëîæèì ε = I∗ − I∗ > 0. Îò
äåôèíèöèÿòà íà I∗ è I

∗ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàò äåëåíèÿ {x} è {y} íà èíòåðâàëà [a, b], òàêà

÷å S(f, {x}) < I∗ +
ε

2
è s(f, {y}) > I∗ −

ε

2
. Ñëåäîâàòåëíî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

s(f, {y})− S(f, {x}) > I∗ −
ε

2
− I∗ − ε

2
= I∗ − I∗ − ε = 0,

êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå ñ Ëåìà 2.3. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî. �

Ëåìà 2.6 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]}, m =
inf{f(x) : x ∈ [a, b]}, {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b] ñ äèàìåòúð d. Àêî {y} å äðîáíî
äåëåíèå íà {x}, ïîëó÷åíî ÷ðåç äîáàâÿíåòî íà l òî÷êè, òîãàâà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

S(f, {x})− S(f, {y}) ≤ (M −m)ld

è
s(f, {y})− s(f, {x}) ≤ (M −m)ld.
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Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {y} ñå ïîëó÷àâà ñ äîáàâÿíåòî íà òî÷êèòå yi ∈ [xki−1, xki ]. Ãîëå-
ìèòå ñóìè íà Äàðáó ïî äåëåíèÿòà {x} è {y} ñå ðàçëè÷àâàò ñàìî âúðõó èíòåðâàëèòå
{[xki−1, xki ]}li=1. Äà îçíà÷èìM

′
ki

= sup{f(x) : x ∈ [xki−1
−yi] èM ′′

ki
= sup{f(x) : x ∈ [yi−xki ].

Îò íåðàâåíñòâàòà

S(f, {x})− S(f, {y}) =
l∑

i=1

(
Mki∆ki − (M ′

ki
(yi − xki−1

) +M
′′

ki
(xki − yi))

)

≤
l∑

i=1

(
M∆ki − (m(yi − xki−1

) +m(xki − yi))
)

=
l∑

i=1

(M −m)∆ki ≤
l∑

i=1

(M −m)d = (M −m)ld

ñëåäâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ëåìàòà çà ãîëåìèòå ñóìè.
Äîêàçàòåëñòâîòî çà ìàëêèòå ñóìè å àíàëîãè÷íî. �

Îïðåäåëåíèå 2.12 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî A å
ãðàíèöà íà ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó, êîãàòî äèàìåòúðúò êëîíè êúì íóëà, àêî çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å ïðè âñÿêî äåëåíèå ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî

|S − A| < ε.

Êàçâàìå, ÷å ÷èñëîòî B å ãðàíèöà íà ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó, êîãàòî äèàìåòúðúò êëîíè
êúì íóëà, àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å ïðè âñÿêî äåëåíèå ñ äèàìåòúð
ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|s−B| < ε.

Ëåìà 2.7 Íåêà f : [a, b]→ R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Òîãàâà
1) Ãîðíèÿò èíòåãðàë íà Äàðáó å ãðàíèöà íà ãîëåìèòå ñóìè íà Äàðáó ïðè äèàìåòúð,
êëîíÿù êúì íóëà;
2) Äîëíèÿò èíòåãðàë íà Äàðáó å ãðàíèöà íà ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó ïðè äèàìåòúð,
êëîíÿù êúì íóëà.

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî ôóíêöèÿòà f å êîíñòàíòà â èíòåðâàëà [a, b], òî äîêàçàòåëñòâîòî å
òðèâèàëíî.

Íåêà f íå å êîíñòàíòà. Òîãàâà M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} > m = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}.
Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Ñúùåñòâóâà äåëåíèå {x}, òàêà ÷å S(f, {x})−I∗ < ε

2
. Äà ïîëîæèì

l äà å áðîÿ íà òî÷êèòå íà äåëåíèåòî {x}, êîèòî ñà ðàçëè÷íè îò êðàèùàòà íà èíòåðâàëà.

Íåêà {y} å ïðîèçâîëíî äåëåíèå ñ ðàäèóñ ïî�ìàëúê îò δ =
ε

2(M −m)l
. Äà ðàçãëåäàìå

äåëåíèåòî {z}, ïîëó÷åíî êàòî îáåäèíåíèå íà äåëåíèÿòà {x} è {y}, ò.å. z ñå ïîëó÷àâà, êàòî
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êúì {y} ñå äîáàâÿò òî÷êèòå íà {x}, ðàçëè÷íè îò êðàèùàòà íà èíòåðâàëà, ò.å. l�íà áðîé
òî÷êè. Ñúãëàñíî Ëåìà 2.6 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

0 ≤ S(f, {y})− S(f, {z}) ≤ (M −m)ld <
ε

2
.

Îò Ëåìà 2.3 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

I∗ ≤ S(f, {z}) ≤ S(f, {x})

è ñëåäîâàòåëíî 0 ≤ S(f, {z})− I∗ ≤ S(f, {x})− I∗ < ε

2
. Îò íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà

ïîëó÷àâàìå, ÷å å â ñèëà

|S(f, {y})− I∗| ≤ |S(f, {y})− S(f, {z})|+ |S(f, {z})− I∗| < ε,

ñ êîåòî 1) å äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å äîëíèÿò èíòåãðàë íà Äàðáó å ãðàíèöà íà ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó

ïðè äèàìåòúð, êëîíÿù êúì íóëà, ñå ïðîâåæäà àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 2.2 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â
èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî I∗ = I∗.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà ôóíêöèÿòà f äà áúäå èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. Òîãàâà ñúùåñò-
âóâà ãðàíèöàòà I = lim

d→0
σ(f, {x}, {ξ}). Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà

÷å çà âñÿêî äåëåíèå ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ è çà âñåêè èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|I − σ(f, {x}, {ξ})| < ε

4
.

Ñïîðåä Ëåìà 2.3 ñúùåñòâóâàò ìåæäèííè òî÷êè {ξ} è {η}, òàêèâà ÷å ñà èçïúëíåíè íåðà-
âåíñòâàòà

S(f, {x})− σ(f, {x}, {ξ}) ≤ ε

4
è

σ(f, {x}, {η})− s(f, {x}) ≤ ε

4
.

Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

I∗ − I∗ ≤ S(f, {x})− s(f, {x})

≤ |S(f, {x})− σ(f, {x}, {ξ})|+ |σ(f, {x}, {ξ})− I|

+|I − σ(f, {x}, {η})|+ |σ(f, {x}, {η})− s(f, {x})| < ε.

Îò ïðîèçâîëíèÿò èçáîð íà ε > 0 ñëåäâà, ÷å I∗ = I∗.
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Íåêà ãîðíèÿò è äîëíèÿò èíòåãðàë íà Äàðáó ñà ðàâíè. Äà ïîëîæèì A = I∗ = I∗
Ñïîðåä Ëåìà 2.7 ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

lim
d→0

S(f, {x}) = A = lim
d→0

s(f, {x}).

Ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî äåëåíèå ñ äèàìåòúð ïî�
ìàëúê îò δ ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà S(f, {x}) − A < ε è A − s(f, {x}) < ε. Çà âñÿêî
äåëåíèå {x}, êîåòî å ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ è çà ïðîèçâîëíî èçáðàíè ìåæäèííè òî÷êè
{ξ} ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

A− ε < s ≤ σ(f, {x}, {ξ}) ≤ S < A+ ε

è ñëåäîâàòåëíî A = lim
d→0

σ(f, {x}, {ξ}). �

Òåîðåìà 2.3 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â
èíòåðâàëà [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêîâà
÷å çà âñÿêî äåëåíèå {x} ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

S(f, {x})− s(f, {x}) < ε.(16)

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà f å èíòåãðóåìà. Ñïîðåä Òåîðåìà 2.2 çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêîâà ÷å çà âñÿêî äåëåíèå {x} ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
S(f, {x})− s(f, {x}) < ε.

Íåêà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (16), ò.å. çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêîâà ÷å
çà âñÿêî äåëåíèå {x} ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî S(f, {x}) −
s(f, {x}) < ε. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâîòî

s(f, {x}) ≤ I∗ ≤ I∗ ≤ S(f, {x})

è ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà ε ñëåäâà, ÷å I∗ = I∗ è ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2 ôóíêöèÿòà f å èíòåã-
ðóåìà. �

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ãîëåìèòå è ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó çà èíòåãðàëà
∫ π

0
sinxdx ïðè 3 è 6 äåëåíèÿ

íà èíòåðâàëà [0, π].

2) Íàìåðåòå ãîëåìèòå è ìàëêèòå ñóìè íà Äàðáó çà èíòåãðàëà
∫ b

a
f(x)dx ïðè 2, 3, 4, 6 è n

äåëåíèÿ íà èíòåðâàëà [a, b], àêî
à) [0, 1], f(x) = 1 + x; á) [0, 1], f(x) = x2; â) [0, 1], f(x) = 2x; ã) [0, 1], f(x) =

√
x;

ä) [1, 5], f(x) = 1 +
1

x
; å) [1, 4], f(x) = x2; æ) [−1, 1], f(x) = 2x; ç) [−2, 4], f(x) = 3

√
x.
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3) Ïðè ε = 0, 1; ε = 0, 01 è ε = 0, 001 íàìåðåòå δ, òàêà ÷å, àêî d < δ äà å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî Sn − sn < ε:

à)
∫ 1

0
x2dx; á)

∫ 1

0
exdx; â)

∫ π/2

0
sinxdx; ã)

∫ π

0
cosxdx; ä)

∫ 2

1

dx

x2
; å)

∫ 2

0
x3dx.

2.3 Êëàñîâå èíòåãðóåìè ôóíêöèè

Òåîðåìà 2.4 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å íåïðåêúñíàòà â [a, b], òî òÿ å èíòåãðóåìà
â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Ôóíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] è ñëåäîâàòåëíî å ðàâíî-
ìåðíî íåïðåêúñíàòà. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Îò ðàâíîìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà f

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |f(ξ)−f(η)| < ε

b− a
çà âñå-

êè ξ, η ∈ [a, b], êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî |ξ−η| < δ. Îò èçáîðà íà δ ïîëó÷àâàìå,
÷å çà âñÿêî äåëåíèå {x} ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

S(f, {x})− s(f, {x}) =
n∑
k=1

(Mk −mk)∆k <
n∑
k=1

ε

b− a
∆k = ε.

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.3 ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà. �

Òåîðåìà 2.5 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Àêî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâó-
âàò êðàåí áðîé îòâîðåíè èíòåðâàëè ñ îáùà äúëæèíà ïî�ìàëêà îò ε, êîèòî ïîêðèâàò
âñè÷êèòå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå íà f , òî ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Äà îçíà÷èì M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} è m = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}. Äà
îòáåëåæèì, ÷å àêî M = m, òî ôóíêöèÿòà f å êîíñòàíòà è ñëåäîâàòåëíî ñïîðåä Òåîðåìà
2.4 òÿ å èíòåãðóåìà.

Íåêà M > m. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Ïîêðèâàìå òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà

ôóíêöèÿòà f ñ îòâîðåíè èíòåðâàëè ñ îáùà äúëæèíà ïî�ìàëêà îò ε0 =
ε

2(M −m)
. Íåêà

äà îçíà÷èì ìíîæåñòâîòî îò òàêà èçáðàíèòå èíòåðâàëè ñ ∆. Òî÷êèòå, êîèòî ïðèíàäëå-
æàò íà ìíîæåñòâîòî X = [a, b]\∆ îáðàçóâàò ìíîæåñòâî, êîåòî ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé
íåïðåñè÷àùè ñå çàòâîðåíè èíòåðâàëè. Íåêà ïîëîæèì [a, b]\∆ =

⋃p
i=1[ai, bi]. Îò ðàâíî-

ìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà f â [ai, bi] ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî i ñúùåñòâóâà δi > 0, òàêà ÷å

|f(ξi)− f(ηi)| <
ε

2(M −m)
çà âñåêè ξi, ηi ∈ [ai, bi], êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò |ξi − ηi| < δi.

Äà ïîëîæèì δ = min{δi : i = 1, 2, . . . p}. Íåêà èçáåðåì äåëåíèå {x} íà [a, b], êîåòî
èìà äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ. Äîáàâÿìå êúì äåëåíèåòî {x} è òî÷êèòå, êîèòî ñà êðàèùà
íà èíòåðâàëèòå, îáðàçóâàùè ∆ è îçíà÷àâàìå íîâîòî äåëåíèå ñ {y}. Ðàçäåëÿìå ñóìàòà
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n∑
j=1

(Mj −mj)(yj − yj−1), íà äâå ñóìè. Â åäíàòà âëèçàò òî÷êèòå, êîèòî ñà îò ìíîæåñòâîòî

∆, à â äðóãàòà òî÷êèòå, êîèòî íå ñà îò ìíîæåñòâîòî ∆. Îò íåðàâåíñòâîòî

S(f, {x})− s(f, {x}) =
n∑
j=1

(Mj −mj)(yj − yj−1)

=
∑

∆j⊂∆

(Mj −mj)∆j +
∑

∆j⊂X
(Mj −mj)∆j

≤ (M −m)
∑

∆j⊂∆

∆j +
ε

2(b− a)

∑
∆j⊂X

∆j ≤
(M −m)ε

2(M −m)
+
ε(b− a)

2(b− a)
= ε

è Òåîðåìà 2.3 ñëåäâà, ÷å f å èíòåãðóåìà â èíòåðàâàëà [a, b]. �

Ñëåäñòâèå 2.3 Íåêà f : [a, b] → R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ, êîÿòî å íåïðåêúñíàòà ñ èçê-
ëþ÷åíèå íà êðàåí áðîé òî÷êè. Òîãàâà f å èíòåãðóåìà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà f ñà xi, i = 1, 2, . . . p. Íåêà ε > 0 å ïðîèç-

âîëíî. Ïîêðèâàìå âñÿêà îò òî÷êèòå xi ñ èíòåðâàëà

(
xi −

ε

2p
, xi +

ε

2p

)
. Îáùàòà äúëæèíà

íà èíòåðâàëèòå, êîèòî ïîêðèâàò âñè÷êè òî÷êè íà ïðåêúñâàíå å ε è ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.5
ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â [a, b]. �

Ñëåäñòâèå 2.4 Íåêà f : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b] è g : [a, b]→
R å îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ. Àêî g ñå ðàçëè÷àâà îò f â êðàåí áðîé òî÷êè, òî g å èíòåãðóåìà

ôóíêöèÿ è
∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

Òåîðåìà 2.6 Àêî f : [a, b]→ R å ìîíîòîííà ôóíêöèÿ, òî òÿ å èíòåãðóåìà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Àêî f å êîíñòàíòà, òî òÿ å èíòåãðóåìà.
Íåêà f å íåíàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ, êîÿòî å ðàçëè÷íà îò êîíñòàíòà. Òîãàâà f(b) > f(a).

Íåêà ε > 0 å ïðîèçâîëíî. Èçáèðàìå äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b] ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê

îò
ε

f(b)− f(a)
. Îò íåðàâåíñòâîòî

S(f, {x})− s(f, {x}) =
n∑
i=1

(Mi −mi)∆i <
ε

f(b)− f(a)

n∑
i=1

(Mi −mi)

=
ε(f(x1)− f(a) + f(x2)− f(x1) + · · ·+ f(b)− f(xn−1))

f(b)− f(a)

=
ε

f(b)− f(a)
(f(b)− f(a)) = ε

è Òåîðåìà 2.3 ñëåäâà, ÷å f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. �
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Òåîðåìà 2.7 Íåêà f : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà è ϕ : [m,M ]→ R å Ëèïøèöîâà, êúäåòî

M = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, m = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}.

Òîãàâà ôóíêöèÿòà g = ϕ(f) : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà C > 0 å Ëèïøèöîâàòà êîíñòàíòà çà ôóíêöèÿòà ϕ, ò.å. |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤
C|x−y| çà âñåêè x, y ∈ [m,M ]. Çà âñÿêî ε > 0 ìîæåì äà èçáåðåì äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà
[a, b], òàêà ÷å S(f, {x})− s(f, {x}) < ε

C
. Äà îçíà÷èì

Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, mk = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}

è
Nk = sup{g(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, nk = inf{g(x) : x ∈ [xk−1, xk]}.

Îò óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà ïîëó÷àâàìå, ÷å íåðàâåíñòâîòî

|g(x)− g(y)| = |ϕ(f(x))− ϕ(f(y))| ≤ C|f(x)− f(y)| = C(Mk −mk)

å èçïúëíåíî çà ïðîèçâîëíè x, y ∈ [xk−1, xk]. Ñëåäîâàòåëíî â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî

Nk − nk ≤ C(Mk −mk).

Îò íåðàâåíñòâîòî

S(g, {x})− s(g, {x}) =
n∑
k=1

(Nk − nk)∆k ≤ C
n∑
k=1

(Mk −mk)∆k ≤ C (S(f, {x})− s(f, {x})) < ε

è Òåîðåìà 2.3 ñëåäâà, ÷å g å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. �

Òåîðåìà 2.8 Íåêà f : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà è ϕ : [m,M ]→ R å íåïðåêúñíàòà, êúäåòî

M = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, m = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}.

Òîãàâà ôóíêöèÿòà g = ϕ(f) : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà â [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïîëîæèì C = max{|ϕ(x)| : x ∈ [m,M ]}. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0.
Îò ðàâíîìåðíàòà íåïðåêúñíàòîñò íà ϕ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å íåðàâåíñòâîòî

|ϕ(x) − ϕ(y)| < ε

b− a+ 2C
å èçïúëíåíî âèíàãè, êîãàòî |x − y| < δ. Íåêà èçáåðåì δ <

ε

b− a+ 2C
. Îò èíòåãðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà f ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà äåëåíèå {x} íà

èíòåðâàëà [a, b], òàêà ÷å S(f, {x})− s(f, {x}) < δ2.
Äà îçíà÷èì

Mk = sup{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, mk = inf{f(x) : x ∈ [xk−1, xk]}
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è
Nk = sup{g(x) : x ∈ [xk−1, xk]}, nk = inf{g(x) : x ∈ [xk−1, xk]}.

Íåêà ðàçäåëèì ìíîæåñòâîòî îò èíäåêñèòå {1, 2, . . . n} íà äåëåíèåòî íà äâå ìíîæåñòâà

A = {i : Mi −mi < δ} è B = {i : Mi −mi ≥ δ}.

Çà âñåêè äâå x, y ∈ [xi−1, xi], i ∈ A å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

|g(x)− g(y)| = |ϕ(f(x))− ϕ(f(y))| < ε

b− a+ 2C
,

çàùîòî ϕ å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà è |f(x) − f(y)| ≤ |Mi − mi| < δ. Îò ïðîèçâîëíèÿ
èçáîð íà x, y ∈ [xi−1, xi] ñëåäâà, ÷å å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

Nk − nk <
ε

b− a+ 2C
.

Îò íåðàâåíñòâîòî

δ
∑
i∈B

∆i ≤
∑
i∈B

(Mi −mi)∆i ≤
n∑
i=1

(Mi −mi)∆i < δ2

ïîëó÷àâàìå, ÷å
∑
i∈B ∆i < δ.

Èçïîëçâàéêè íåðàâåíñòâîòî

S(h, {x})− s(h, {x}) =
n∑
i=1

(Ni − ni)∆i =
∑
i∈A

(Ni −Ni)∆i +
∑
i∈B

(Ni − ni)∆i

≤ ε(b− a)

b− a+ 2C
+ 2C

∑
i∈B

∆i ≤
ε(b− a)

b− a+ 2C
+ 2Cδ

<
ε(b− a)

b− a+ 2C
+

2Cε

b− a+ 2C
= ε

è Òåîðåìà 2.3 óñòàíîâÿâàìå, ÷å g å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. �

Ñëåäñòâèå 2.5 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî è
ôóíêöèÿòà |f |α å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] çà âñÿêî α > 0.

2.4 Ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåíè èíòåãðàëè ÷ðåç èíòåãðàëíèòå ñóìè

Ïðè ïðåñìÿòàíå íà îïðåäåëåíè èíòåãðàëè çà ôóíêöèè îò êëàñîâåòå ôóíêöèè, êîèòî
ñà èíòåãðóåìè ìîæåì äà ïîäáåðåì åäíà íîðìàëíà ðåäèöà îò äåëåíèÿ è àêî èíòåãðàëíèòå
ñóìè ïî òàçè ðåäèöà èìàò ãðàíèöà, òî âñè÷êèòå èíòåãðàëíè ñóìè ùå êëîíÿò êúì òàçè
ãðàíèöà ïðè äèàìåòúð íà äåëåíèåòî êëîíÿù êúì íóëà.
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Ïðèìåð 2.6 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ b

0
xkdx, k ∈ N.

Ôóíêöèÿòà xk : [0, b]→ R å íåïðåêúñíàòà è ñëåäîâàòåëíî å èíòåãðóåìà. Àêî íàìåðèì
åäíî äåëåíèå íà èíòåðâàëà [0, b] çà êîåòî èíòåãðàëíèòå ñóìè ñà ñõîäÿùè, òî è çà âñÿêî
äðóãî äåëåíèå èíòåãðàëíèòå ñóìè ùå ñà ñõîäÿùè êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [0, b] íà n ðàâíè ÷àñòè. Òî÷êèòå íà äåëåíèåòî {x} ñà ðàâíè
íà xk =

kb

n
, k = 0, 1, 2, . . . n. Çà âñåêè ÷àñòè÷åí èíòåðâàë [xk−1, xk] ùå ïðåñìåòíåì ïîäèí-

òåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â äåñíèÿ êðàé íà èíòåðâàëèòå.

σ

(
xk, {x},

{
ib

n

}n
i=1

)
=

n∑
i=1

(
ib

n

)k
· b
n

= bk+1 ·
∑n
i=1 i

k

nk+1
.

Êàòî èçïîëçâàìå ðàâåíñòâîòî limn→∞

∑n

i=1
ik

nk+1 = 1
k+1

ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

σ

(
xk, {x},

{
ib

n

}n
i=1

)
= lim

n→∞
bk+1 ·

∑n
i=1 i

k

nk+1
=

bk+1

k + 1
.

Ïðèìåð 2.7 Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà
∫ b

a
xµdx, µ ∈ R.

Ôóíêöèÿòà xµ : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà è ñëåäîâàòåëíî å èíòåãðóåìà. Àêî íàìåðèì
åäíî äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b] çà êîåòî èíòåãðàëíèòå ñóìè ñà ñõîäÿùè, òî è çà âñÿêî
äðóãî äåëåíèå èíòåãðàëíèòå ñóìè ùå ñà ñõîäÿùè êúì ñúùàòà ãðàíèöà.

Äà ðàçäåëèì èíòåðâàëà [a, b] íà íåðàâíè ÷àñòè. Òî÷êèòå íà äåëåíèåòî {x} ñà ðàâíè

íà xk = a.

 n

√
b

a

k, k = 0, 1, 2, . . . n. Îò ãðàíèöàòà lim
n→∞

n

√
b

a
= 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å

lim
n→∞

(xk+1 − xk) = lim
n→∞

a.
 n

√
b

a

k+1

− a.

 n

√
b

a

k
 = lim

n→∞
a.

 n

√
b

a

k  n

√
b

a
− 1

 = 0

è ñëåäîâàòåëíî äåëåíèåòî {x} å íîðìàëíî äåëåíèå. Çà âñåêè ÷àñòè÷åí èíòåðâàë [xk−1, xk]
ùå ïðåñìåòíåì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â ëåâèÿ êðàé íà èíòåðâàëèòå.

σn = σ

xµ, {x},
a.

 n

√
b

a

i

n−1

i=0


=

n−1∑
i=0

a
 n

√
b

a

i

µa.

 n

√
b

a

i+1

− a.

 n

√
b

a

i


= aµ+1

 n

√
b

a
− 1

 n−1∑
i=0

 n

√
b

a

i(µ+1)

.

(17)
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I) Àêî µ 6= −1, òî ïîëó÷àâàìå

σn = aµ+1

 n

√
b

a
− 1


(
b

a

)µ+1

− 1 n

√
b

a

µ+1

− 1

=
(
bµ+1 − aµ+1

)
 n

√
b

a
− 1


 n

√
b

a

µ+1

− 1

.

Äà ïîëîæèì q = n

√
b

a
. Îò limn→∞ q = 1 ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

σn = lim
n→∞

(
bµ+1 − aµ+1

)
lim
q→1

q − 1

qµ+1 − 1
=
bµ+1 − aµ+1

µ+ 1

è ñëåäîâàòåëíî
∫ b

a
xµdx =

bµ+1 − aµ+1

µ+ 1
.

II) Àêî µ = −1, òî îò (17) ïîëó÷àâàìå σn = n

 n

√
b

a
− 1

. Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä

íàìèðàìå

lim
n→∞

σn = lim
n→∞

n

 n

√
b

a
− 1

 = ln b− ln a

è ñëåäîâàòåëíî
∫ b

a

dx

x
= ln b− ln a.

Àíàëîãè÷íî ìîãàò äà áúäàò ïðåñìÿòàíè è ïî�ñëîæíè èíòåãðàëè, êàòî íàïðèìåð èí-

òåãðàëà íà Ïîàñîí
∫ π

0
ln
(
1− 2r cosx+ r2

)
dx = 2π ln |r|.

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå
∫ b

a
f(x)dx, êúäåòî

à) [0, 1], f(x) = 1 + x; á) [0, 1], f(x) = x2; â) [0, 1], f(x) = 2x; ã) [0, 1], f(x) =
√
x;

ä) [1, 5], f(x) = 1 +
1

x
; å) [1, 4], f(x) = x2; æ) [−1, 1], f(x) = 2x; ç) [−2, 4], f(x) = 3

√
x.

2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå
∫ b

a
f(x)dx, êúäåòî

à) f(x) =

{
1 + x x ∈ [0, 1]

x2 x ∈ [1, 2]
; á) f(x) =

{
x2 x ∈ [0, 4]√
x x ∈ [4, 8]

; â) f(x) =

{
ex x ∈ [0, 1]

lnx x ∈ [1, 2].
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2.5 Ñâîéñòâà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë

Òâúðäåíèå 2.1 Àêî ôóíêöèèòå f, g : [a, b] → R ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b], òî
ôóíêöèèòå f ± g : [a, b]→ R ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b] è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî∫ b

a
(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫ b

a
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b]. Çà ïðîèçâîëåí
èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

n∑
i=1

(f(ξi)± g(ξi))∆i =
n∑
i=1

f(ξi)∆i ±
n∑
i=1

g(ξi)∆i.

Àêî ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆i è lim
d→0

n∑
i=1

g(ξi)∆i,

òî ñúùåñòâóâàò è ãðàíèöèòå limd→0
∑n
i=1(f(ξi)± g(ξi))∆i è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
d→0

n∑
i=1

(f(ξi)± g(ξi))∆i = lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆i ± lim
d→0

n∑
i=1

g(ξi)∆i.

�

Òâúðäåíèå 2.2 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî ôóí-
êöèÿòà αf : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî∫ b

a
(αf(x))dx = α

∫ b

a
f(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà èçáåðåì ïðîèçâîëíî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b]. Çà ïðîèçâîëåí
èçáîð íà ìåæäèííèòå òî÷êè å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

n∑
i=1

(αf(ξi))∆i = α
n∑
i=1

f(ξi)∆i.

Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆i,

òî ñúùåñòâóâà è ãðàíèöàòà limd→0
∑n
i=1(αf(ξi))∆i è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

lim
d→0

n∑
i=1

(αf(ξi))∆i = α lim
d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆i.

�
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Ñëåäñòâèå 2.6 Àêî ôóíêöèèòå fi : [a, b] → R, i = 1, 2, . . . n ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà

[a, b], òî ôóíêöèÿòà
n∑
i=1

αifi : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è å èçïúëíåíî

ðàâåíñòâîòî ∫ b

a

n∑
i=1

αifi(x)dx =
n∑
i=1

α
∫ b

a
fi(x)dx.

Òâúðäåíèå 2.3 Àêî ôóíêöèèòå f, g : [a, b] → R ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b], òî
ôóíêöèÿòà fg : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Ñïîðåä Òâúðäåíèå 2.1 ôóíêöèèòå f ±g ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b].
Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.8 ôóíêöèèòå (f ± g)2 ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b], êúäåòî ñìå
èçáðàëè ϕ(t) = t2. Îò ðàâåíñòâîòî

f(x)g(x) =
1

4

(
(f(x) + g(x))2 − (f(x)− g(x))2

)
è Òâúðäåíèå 2.2 ñëåäâà èíòåãðóåìîñòòà íà fg. �

Òâúðäåíèå 2.4 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b], òî òÿ å
èíòåãðóåìà è â èíòåðâàëà [c, d] ⊂ [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Ñúùåñòâóâà äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b],
òàêà ÷å S(f, {x}, [a, b])−s(f, {x}, [a, b]) < ε. Ðàçãëåæäàìå äåëåíèåòî {y}, êîåòî å ïîëó÷åíî îò
{x} ñ äîáàâÿíåòî íà òî÷êèòå c è d. Òîãàâà àêî îçíà÷èì ñ {z} äåëåíèåòî íà èíòåðâàëà [c, d],
êîåòî å ïîëó÷åíî îò {y} ÷ðåç ïðåìàõâàíåòî íà òî÷êèòå yi 6∈ [c, d], ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

S(f, {z}, [c, d])− s(f, {z}, [c, d]) ≤ S(f, {y}, [a, b])− s(f, {y}, [a, b])

≤ S(f, {x}, [a, b])− s(f, {x}, [a, b]) < ε

è ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.3 ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [c, d]. �

ÇàáåëåæêàÙå ïðèåìåì çà âñÿêà ôóíêöèÿ, êîÿòî å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] ñà

â ñèëà ðàâåíñòâàòà
∫ a

a
f(x)dx = 0 è

∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx çà a < b.

Òâúðäåíèå 2.5 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R e èíòåãðóåìà â èíòåðâàëèòå [a, c] è [c, b],
òî òÿ å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.(18)
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Äîêàçàòåëñòâî: Àêî a = b, òî ñïîðåä óãîâîðêàòà â ãîðíàòà Çàáåëåæêà òâúðäåíèåòî å
âÿðíî.

Äà ïðèåìåì, ÷å a < c < b. Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî ε > 0. Ñúùåñòâóâàò äåëåíèå {x} íà
èíòåðâàëà [a, c] è äåëåíèå {y} íà èíòåðâàëà [c, b], òàêèâà ÷å S(f, {x}, [a, c])−s(f, {x}, [a, c]) <
ε

2
è S(f, {y}, [c, b]) − s(f, {y}, [c, b]) < ε

2
. Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèåòî {z} íà èíòåðâàëà [a, b],

êîåòî å îáåäèíåíèåòî íà äåëåíèÿòà {x} è {y}. Òîãàâà

S − s = S(f, {z}, [a, b])− s(f, {z}, [a, b])

= S(f, {x}, [a, c])− s(f, {x}, [a, c]) + S(f, {y}, [c, b])− s(f, {y}, [c, b]) < ε

è ñëåäîâàòåëíî ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].
Ùå äîêàæåì âåðíîñòòà íà ôîðìóëà (18). Íåêà {x} å ïðîèçâîëíî äåëåíèå íà èíòåðâàëà

[a, b], êîåòî ñúäúðæà òî÷êàòà c. Îò ðàâåíñòâîòî

σ(f, {x}, {ξ}) =
∑
ξ∈[a,c]

f(ξi)∆i +
∑
ξ∈[c,d]

f(ξi)∆i,

êîåòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî äåëåíèå {x}, ïîëó÷àâàìå∫ b

a
f(x)dx = lim

d→0
σ(f, {ξ}, [a, b])

= lim
d→0

σ(f, {ξ}, [a, c]) + lim
d→0

σ(f, {ξ}, [c, b]) =
∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Íåêà c 6∈ [a, b]. Òîãàâà å èçïúëíåíî åäíî îò äâåòå óñëîâèÿ: èëè c < a < b èëè a < b < c.
Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ c < a < b. Îò óñëîâèåòî, ÷å f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [c, b],
âêëþ÷âàíåòî [a, b] ⊂ [c, b] è Òâúðäåíèå 2.4 ñëåäâà, ÷å f å èíòåãðóåìà â [a, b]. Îò äîêàçàíîòî
ïî�ãîðå ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî∫ b

c
f(x)dx =

∫ a

c
f(x)dx+

∫ b

a
f(x)dx.

Ñúãëàñíî ïîñëåäíàòà çàáåëåæêà â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

c
f(x)dx−

∫ a

c
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

�

Ïðèìåð 2.8 Ïðåñìåòíåòå
∫ b

a
xkdx, êúäåòî k ∈ N.

Ñïîðåä Ïðèìåð 2.6 èìàìå ðàâåíñòâàòà
∫ a

0
xkdx =

ak+1

k + 1
è
∫ b

0
xkdx =

bk+1

k + 1
. Îò Òâúð-

äåíèå 2.5 ñëåäâà ∫ b

a
xkdx =

∫ b

0
xkdx−

∫ a

0
xkdx =

bk+1 − bk+1

k + 1
.
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Òâúðäåíèå 2.6 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ [0,+∞) å èòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî â
ñèëà å íåðàâåíñòâîòî ∫ b

a
f(x)dx ≥ 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Çà âñÿêî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b] è âñåêè èçáîð íà ìåæäèííèòå

ñòîéíîñòè {ξ} å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî σ(f, {x}, {ξ}) =
n∑
i=1

f(ξi)∆i ≥ 0. Ñëåäîâàòåëíî

∫ b

a
f(x)dx = lim

d→0
σ(f, {x}, {ξ}) = lim

d→0

n∑
i=1

f(ξi)∆i ≥ 0.

�

Ñëåäñòâèå 2.7 Àêî ôóíêöèèòå f, g : [a, b]→ R ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b] è óäîâ-
ëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî f(x) ≥ g(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b], òî â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ b

a
g(x)dx.(19)

Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà F (x) = f(x) − g(x). Îò F (x) ≥ 0, çà âñÿêî
x ∈ [a, b], Òâúðäåíèå 2.1 è Òâúðäåíèå 2.6 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî∫ b

a
F (x)dx =

∫ b

a
(f(x)− g(x))dx ≥ 0

è ñïîðåä (2.1) å â ñèëà
∫ b

a
f(x)dx−

∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
(f(x)− g(x))dx ≥ 0. �

Ïðèìåð 2.9 Îïðåäåëåòå, êîé îò èíòåãðàëèòå
∫ 1

0

√
xdx èëè

∫ 1

0
x3dx å ïî�ãîëÿì.

Îò íåðàâåíñòâîòî
√
x ≥ x3 çà âñÿêî x ∈ [0, 1] è Ñëåäñòâèå 2.7 ïîëó÷àâàìå∫ 1

0

√
xdx ≥

∫ 1

0
x3dx.

Ïðèìåð 2.10 Îöåíåòå îòãîðå è îòäîëó èíòåãðàëà
∫ 3

1

√
3 + x3dx.

Çà âñÿêî x ∈ [1, 3] ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà 2 ≤
√
x+ x3 ≤

√
30. Ïðèëàãàéêè

Ñëåäñòâèå 2.7, ïîëó÷àâàìå

4 =
∫ 3

1
2dx ≤

∫ 3

1

√
3 + x3dx ≤

∫ 3

1

√
30dx = 2

√
30.
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Òâúðäåíèå 2.7 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → [0,+∞) å íåïðåêúñíàòà è ñúùåñòâóâà x0 ∈
[a, b], òàêà ÷å f(x0) = α > 0, òî â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx = β > 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f è òåîðåìàòà çà çàïàçâàíå íà çíàêà ñëåäâà,
÷å ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

f(x) ≥ f(x0)

2
=

α

2
. Íåêà äà èçáåðåì c < d, òàêà ÷å [c, d] ⊂ ([a, b]

⋃
(x0 − δ, x0 + δ)) è äà

ïîëîæèì β = α(d−c)
2

> 0. Îò íåðàâåíñòâàòà∫ b

a
f(x)dx ≥

∫ d

c
f(x)d ≥

∫ d

c

α

2
d =

α(d− c)
2

= β > 0

ñëåäâà äîêàçàòåëñòâîòî íà òâúðäåíèåòî. �

Òâúðäåíèå 2.8 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ [0,+∞) å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî
è ôóíêöèÿòà |f | å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(x)|dx.(20)

Äîêàçàòåëñòâî: Ñïîðåä Òåîðåìà 2.8, ïðèëîæåíà çà ôóíêöèÿòà ϕ(t) = |t| ñëåäâà, ÷å |f |
å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. Îò íåðàâåíñòâàòà f(x) ≤ |f(x)| è −f(x) ≤ |f(x)| ñëåäâà
(20). �

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 1

0

(
x2 +

√
x+

3
√
x4
)
dx; á)

∫
−

12
(
x
√

2 + x−π +
1

x

)
dx;

â)
∫ 1

0

x3 − x4 + 3
√
x

x2
dx; ã)

∫ 4

2

xa + 3
√
x

x2
dx.

2) Êîé îò èíòåãðàëèòå å ïî-ãîëÿì:

à)
∫ π/2

0
sin4 xdx èëè

∫ π/2

0
sin2 xdx; á)

∫ π/2

0
sin dx èëè

∫ π/2

0

2x

π
dx;

â)
∫ 1

0
e−xdx èëè

∫ 1

0
e−x

2

dx; ã)
∫ 2

1
x2dx èëè

∫ 2

1
x3dx;

ä)
∫ 2

0

(
x− x2

2

)
dx èëè

∫ 2

0
ln(1 + x)dx; å)

∫ π/4

0
tg xdx èëè

∫ π/4

0

(
x+

x3

3

)
dx.
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2.6 Îïðåäåëåíèÿò èíòåãðàë êàòî ôóíêöèÿ íà ãîðíàòà ñè ãðàíèöà

Òåîðåìà 2.9 (Ïúðâà ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèèòå f, g : [a, b]→ R
ñà èíòåãðóåìè â èíòåðâàëà [a, b] è g å íåîòðèöàòåëíà (íåïîëîæèòåëíà). Äà îçíà÷èì
M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} è m = inf{f(x) : x ∈ [a, b]}. Ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx.(21)

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì ñëó÷àÿ, êîãàòî g å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ. Çà âñÿêî x ∈
[a, b] ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

m ≤ f(x) ≤M.

Îò g(x) ≥ 0 çà âñÿêî x ∈ [a, b] ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤Mg(x).

Îò Ñëåäñòâèå 2.7 ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

m
∫ b

a
g(x)dx ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx ≤M

∫ b

a
g(x)dx.(22)

I) Àêî
∫ b

a
g(x)dx = 0, òî

∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0 è (21) å â ñèëà çà âñÿêî µ.

II) Àêî
∫ b

a
g(x)dx > 0, òî ìîæåì äà çàïèøåì íåðàâåíñòâàòà (22) âúâ âèäà

m ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

≤M.

Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêà ÷å

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

= µ ∈ [m,M ], ò.å. ôîðìóëà

(21) å èçïúëíåíà. �

Ñëåäñòâèå 2.8 (Ïúðâà ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] →
R å íåïðåêúñíàòà, à g : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è íåîòðèöàòåëíà
(íåïîëîæèòåëíà). Ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.(23)
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Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å òÿ å èíòåãðóåìà â [a, b] è ñå óäîâ-
ëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 2.9. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)g(x)dx = µ

∫ b

a
g(x)dx. Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b],

òàêà ÷å µ = f(ξ), ò.å. ôîðìóëà (23) å èçïúëíåíà. �

Ñëåäñòâèå 2.9 (ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å
èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b]. Äà îçíà÷èì M = sup{f(x) : x ∈ [a, b]} è m = inf{f(x) : x ∈
[a, b]}. Ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)dx = µ(b− a).(24)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 2.9 ïðè g(x) ≡ 1 ñëåäâà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx = µ

∫ b

a
dx = µ(b− a).

Ñëåäñòâèå 2.10 (ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å
íåïðåêúñíàòà. Ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).(25)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî µ ∈ [m,M ] ñúùåñòâóâà
ξ ∈ [a, b] è îò Ñëåäñòâèå 2.9 ñëåäâà (25). �

Ïðèìåð 2.11 Îöåíåòå îòãîðå èíòåãðàëà
∫ 1

0

x4

1 + x2
dx.

Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 2.8 ñúùåñòâóâà ξ ∈ [0, 1], òàêà ÷å∫ 1

0

x4

1 + x2
dx =

1

1 + ξ2

∫ 1

0
x4dx =

1

1 + ξ2

15 − 05

5
=

1

5(1 + ξ2)
<

1

5
= 0.2.

Ïðèìåð 2.12 Ïðåñìåòíåòå lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 2.8 ñúùåñòâóâà ξ ∈ [0, 1], òàêà ÷å∫ 1

0

xn

1 + x
dx =

1

1 + ξ

∫ 1

0
xndx =

1

(n+ 1)(1 + ξ)
.

Îò íåðàâåíñòâàòà
1

2(1 + n)
≤
∫ 1

0

xn

1 + x
dx ≤ 1

1 + n
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ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→∞ ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx = 0.

Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî òÿ å èíòåãðóåìà âúâ
âñåêè åäèí èíòåðâàë [a, x], êúäåòî x ∈ [a, b].

Äåôèíèðàìå ôóíêöèÿòà

Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt,

çàâèñåùà îò x.

Òâúðäåíèå 2.9 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b], òî ôóí-

êöèÿòà Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b].

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x ∈ [a, b] å ïðîèçâîëíî. Ðàçãëåæäàìå íàðàñòâàíèÿ íà àðãóìåíòà
∆x, òàêèâà ÷å x + ∆x ∈ [a, b]. Äà ïîëîæèì m = inf

a≤x≤b
{f(x)}, M = sup

a≤x≤b
{f(x)} è α =

max{|m|, |M |}. Ñïîðåä Ñëåäñòâèå 2.9 ñúùåñòâóâà µ ∈ [m,M ], òàêà ÷å

|Φ(x+ ∆x)− Φ(x)| =
∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

a
f(t)dt−

∫ x

a
f(t)dt

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

x
f(t)dt

∣∣∣∣∣ = |µ∆x| ≤ α|∆x|.

Ñëåäîâàòåëíî lim
∆x→0

(Φ(x+ ∆x)− Φ(x)) = 0 è Φ å íåïðåêúñíàòà â òî÷êàòà x. �

Òâúðäåíèå 2.10 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R, èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] å è íåïðå-

êúñíàòà â òî÷êàòà x0 ∈ [a, b], òî ôóíêöèÿòà Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt èìà ïðîèçâîäíà â òî÷êàòà

x0, êîÿòî å ðàâíà íà Φ
′
(x0) = f(x0).

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà x0 ∈ [a, b] å ïðîèçâîëíî. Ðàçãëåæäàìå íàðàñòâàíèÿ íà àðãóìåíòà
∆x, òàêèâà ÷å x0 +∆x ∈ [a, b]. Äà ïîëîæèìm = m(∆x) = inf

x0≤x≤x0+∆
{f(x)} èM = M(∆x) =

sup
x0≤x≤x0+∆

{f(x)}. Ñïîðåä Ñëåäñòâèå 2.9 ñúùåñòâóâà µ(∆x) ∈ [m,M ], òàêà ÷å

Φ(x0 + ∆x)− Φ(x0)

∆x
=

∫ x0+∆x

x0
f(t)dt

∆x
= µ.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f â òî÷êàòà x0 ñëåäâà lim
∆x→0

f(x0+∆x) = f(x0). Òîãàâà lim
∆x→0

µ(∆x) =

µ(0) = f(x0). Ñëåäîâàòåëíî

lim
∆x→0

Φ(x0 + ∆x)− Φ(x0)

∆x
= lim

∆x→0

∫ x0+∆x

x0
f(t)dt

∆x
= lim

∆x→0
µ(∆x) = f(x0).

�
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Ñëåäñòâèå 2.11 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî

ôóíêöèÿòà Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt å äèôåðåíöèðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è Φ

′
(x) = f(x).

Ñëåäñòâèå 2.12 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b], òî òÿ

èìà ïðèìèòèâíà. Åäíà îò ïðèìèòèâíèòå íà f å Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt.

Çàáåëåæêà: Âñè÷êè òâúðäåíèÿ çà Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt ñå äîêàçâàò àíàëîãè÷íî çà ôóí-

êöèÿòà Ψ(x) =
∫ b

x
f(t)dt = −

∫ x

b
f(t)dt.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ïðîèçâîäíèòå:

à)

(∫ b

x
f(t)dt

)′
; á)

(∫ 2x

a
f(t)dt

)′
; â)

(∫ 2x

x
f(t)dt

)′
.

2.7 Ôîðìóëà íà Ëàéáíèö�Íþòîí

Òåîðåìà 2.10 Íåêà f : [a, b] → R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ â èíòåðâàëà [a, b] è F å
ïðîèçâîëíà ïðèìèòèâíà íà f . Òîãàâà â ñèëà å ôîðìóëàòà∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 2.12 èìàìå, ÷å Φ(x) =
∫ x

a
f(t)dt å ïðèìèòèâíà íà

ôóíêöèÿòà f . Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà âåðíîñòòà íà òúæäåñòâîòî∫ b

a
f(x)dx = Φ(b) = Φ(b)− Φ(a).(26)

Îò Òâúðäåíèå 1.1 ñëåäâà, ÷å àêî F å ïðèìèòèâíà íà f , òî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà C, òàêà
÷å Φ(x) = F (x) + C çà âñÿêî x ∈ [a, b]. Çàìåñòâàìå Φ â òúæäåñòâîòî (26) è ïîëó÷àâàìå∫ b

a
f(x)dx = Φ(b)− Φ(a) = F (b)− C − F (a) + C = F (b)− F (a).

�

Òåîðåìà 2.10 ïðåäîñòàâÿ ëåñåí è åôåêòèâåí ìåòîä çà ïðåñìÿòàíå íà øèðîê êëàñ îò
îïðåäåëåíè èíòåãðàëè. ×åñòî èçïîëçâàìå çàïèñà

∫ b

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣∣
b

a

= F (b)− F (a).
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Ïðèìåð 2.13 Ïðåñìåòíåòå
∫ √3

1

dx

1 + x2
.

Åäíà îò ïðèìèòèâíèòå íà ôóíêöèÿòà
1

1 + x2
å ôóíêöèÿòà F (x) = arctg x. Ñïîðåä Òåîðåìà

2.10 ìîæåì äà çàïèøåì ðàâåíñòâàòà

∫ √3

1

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣∣
√

3

1

= arctg
√

3− arctg 1 =
π

3
− π

4
=

π

12
.

Òåîðåìà 2.11 Íåêà f : [a, b] → R å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b] è F íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ, êîÿòî å ïðèìèòèâíà íà f . Òîãàâà â ñèëà å ôîðìóëàòà∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b]. Ïðèëàãàìå

òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñòâàíèÿ â òúæäåñòâîòî F (b) − F (a) =
n∑
i=1

(F (xi)− F (xi−1)) è

ïîëó÷àâàìå

F (b)− F (a) =
n∑
i=1

F
′
(ξi) (F (xi)− F (xi−1)) =

n∑
i=1

f(ξi) (F (xi)− F (xi−1)) = σ(f, {x}, {ξ}).

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè d → 0 â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, êàòî èçïîëçâàìå óñëîâèåòî, ÷å
f å èíòåãðóåìà ïîëó÷àâàìå

F (b)− F (a) = lim
d→0

σ(f, {x}, {ξ}) =
∫ b

a
f(x)dx.

�

Òâúðäåíèå 2.11 Àêî F : [a, b] → R å äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ è F
′
å èíòåãðóåìà â

èíòåðâàëà [a, b], òî â ñèëà å ôîðìóëàòà

F (x) = F (a) +
∫ x

a
F
′
(x)dx

Ôîðìóëàòà F (x)− F (a) =
∫ x

a
F
′
(x)dx å â ñèëà çà âñÿêî x ∈ [a, b]. �

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ b

a
xµdx; á)

∫ b

a
sinxdx; â)

∫ b

a
cosxdx; ã)

∫ b

a
exdx.
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2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ π

−π
sin(mx) sin(nx)dx, m,n ∈ N, m 6= n; á)

∫ π

−π
sin(mx) cos(nx)dx, m,n ∈ N, m 6= n;

â)
∫ π

−π
cos(mx) cos(nx)dx, m,n ∈ N, m 6= n; ã)

∫ π

−π
sin2(mx)dx, m ∈ N;

3) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 1

0

x4 + 1

x6 + 1
dx; á)

∫ a

−a

√
a2 − x2dx.

2.8 Ïðèëîæåíèå íà ôîðìóëèòå çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè è ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö�

Íþòîí

Ïðèìåð 2.14 Îöåíåòå îòãîðå èíòåãðàëà
∫ 1

0

sinx

1 + x2
dx.

Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 2.8 ñúùåñòâóâà ξ ∈ [0, 1], òàêà ÷å∫ 1

0

sinx

1 + x2
dx = sin ξ

∫ 1

0

dx

1 + x2
= sin(ξ) arctg x

∣∣∣∣∣
1

0

=
π

4
sin ξ <

π

4
sin 1 ≈ 0, 64.

Àêî ñìåíèì ðîëèòå íà äâåòå ôóíêöèè ùå ïîëó÷èì ïî�äîáðà îöåíêà∫ 1

0

sinx

1 + x2
dx =

1

1 + ξ2

∫ 1

0
sinxdx =

1

1 + ξ2
cosx

∣∣∣∣∣
1

0

=
1

1 + ξ2
(1− cos 1) < 1− cos 1 ≈ 0, 46.

Ïðèìåð 2.15 Íàìåðåòå ãðàíèöàòà lim
x→0

∫ x

0
cos t2dt

x
.

Îò ðàâåíñòâîòî
∫ 0

0
cos t2dt = 0 ñëåäâà, ÷å èìàìå íåîïðåäåëåíîñò îò âèäà

[
0

0

]
è ìîæåì

äà ïðèëîæèì Òåîðåìàòà íà Ëîïèòàë:

lim
x→0

∫ x

0
cos t2dt

x
= lim

x→0

(∫ x

0
cos t2dt

)′
(x)′

= lim
x→0

cosx2

1
= 1.

Ïðèìåð 2.16 Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà F (x) =
∫ x

0

sinx

x
dx.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà
sinx

x
çà âñÿêî x ∈ (0,+∞) ñëåäâà, ÷å ìîæåì äà ïðèëîæèì

Ñëåäñòâèå 2.11. Ïðåñìÿòàìå F ′(x) =
sinx

x
. Íàìèðàìå êðèòè÷íèòå òî÷êè íà F , xn = nπ,

n ∈ N, êîèòî ñà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî
sinx

x
= 0.
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Ïðåñìÿòàìå F ′′(x) =
x cosx− sinx

x2
. Îò

F ′′(xn) =
nπ cos(nπ)− sin(nπ)

(nπ)2
=

(−1)n

nπ

ñëåäâà, ÷å F èìà ëîêàëåí ìàêñèìóì â òî÷êèòå x2n−1, n ∈ N è èìà ëîêàëåí ìèíèìóì â
òî÷êèòå x2n, n ∈ N.

Òåîðåìà 2.12 (âòîðà ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] →
[0,+∞) å ìîíîòîííà è g : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà.
1) Àêî f e íàìàëÿâàùà, òî ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a
g(x)dx;(27)

2) Àêî f å ðàñòÿùà, òî ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(b)

∫ b

ξ
g(x)dx.(28)

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b] è äà ïðåäñòàâèì èí-
òåãðàëà âúâ âèäà

I =
∫ b

a
f(x)g(x)dx =

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
f(xi)g(x)dx+

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
(f(x)− f(xi))g(x)dx.(29)

Äà îçíà÷èì
ωi = sup{|f(x)− f(xi)| : x ∈ [xi, xi+1]}

è
L = sup{|g(x)| : x ∈ [a, b]}.

Îò íåðàâåíñòâàòà

s2 =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
(f(x)− f(xi))g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
|f(x)− f(xi)||g(x)|dx ≤ L

n−1∑
i=0

ωi∆xi

è èíòåãðóåìîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å s2 → 0 ïðè äèàìåòúð íà äåëåíèåòî {x}, êëîíÿù êúì
íóëà è òîãàâà îò ïðåäñòàâÿíåòî (29) ïîëó÷àâàìå

I =
∫ b

a
f(x)g(x)dx = lim

d→0

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
f(xi)g(x)dx.(30)

Äà îçíà÷èì G(x) =
∫ x

a
g(t)dt,

M = sup{G(x) : x ∈ [a, b]}
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è
m = inf{G(x) : x ∈ [a, b]}.

Ñëåä ïðåãðóïèðàíå íà ñúáèðàåìèòå è îò÷èòàíå, ÷å G(x0) = G(a) = 0 ïîëó÷àâàìå

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
f(xi)g(x)dx =

n−1∑
i=0

f(xi) (G(xi+1)−G(xi)))

=
n−1∑
i=1

G(xi) (f(xi−1)− f(xi))) +G(b)f(xn−1).

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è óñëîâèåòî, ÷å f å íåðàñòÿùà ñëåäâà f(xi−1) − f(xi) ≥ 0. Ñëå-
äîâàòåëíî ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

mf(a) ≤
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi
f(xi)g(x)dx ≤Mf(a).(31)

Îò (30) è (31) ïðè f(a) > 0 ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

m ≤

∫ b

a
f(x)g(x)dx

f(a)
≤M.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà G ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å∫ b

a
f(x)g(x)dx

f(a)
= G(ξ) =

∫ ξ

a
g(t)dt.

Àêî f(a) = 0, òî îò íåðàâåíñòâàòà (31) ñëåäâà, ÷å
∫ b

a
f(x)g(x)dx = 0 è ôîðìóëà (27) å

èçïúëíåíà çà âñÿêî ξ ∈ [a, b].
Äîêàçàòåëñòâîòî íà 2) ñå ïðîâåæäà å àíàëîãè÷íî. �

Òåîðåìà 2.13 (âòîðà ôîðìóëà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè) Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R
å ìîíîòîííà è g : [a, b]→ R å èíòåãðóåìà. Òîãàâà ñúùåñòâóâà ξ ∈ [a, b], òàêà ÷å å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî ∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(a)

∫ ξ

a
g(x)dx+ f(b)

∫ b

ξ
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà. Äåôèíèðàìå ôóíêöè-
ÿòà h(x) = f(x) − f(b), êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà, íàëîæåíè íà f â Òåîðåìà 2.12.
Ñëåä çàìåñòâàíå â (27) íà f ñ h ïîëó÷àâàìå∫ b

a
(f(x)− f(b))dx = (f(a)− f(b))

∫ ξ

a
g(x)dx
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è ñëåäîâàòåëíî∫ b

a
f(x)dx = f(a)

∫ ξ

a
g(x)dx− f(b)

∫ ξ

a
g(x)dx+ f(b)

∫ b

a
f(x)dx

= f(a)
∫ ξ

a
g(x)dx+ f(b)

∫ b

ξ
g(x)dx.

Àêî f å ìîíîòîííî ðàñòÿùà, ïîëàãàìå h(x) = f(b)− f(x) è çàìåñòâàìå â (28). �

Çàäà÷è:

1) Îöåíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ π/3

π/4

sinx

x
dx; á)

∫ 2

0

x2 + 5

x2 + 2
dx; â)

∫ e

1

lnx

1 + x2
dx;

ã)
∫ 1

0

arctg x√
1 + x4

dx; ä)
∫ 2π

0

dx

1 +
cosx

2

; å)
∫ 100

0

e−x

x+ 100
dx.

2) Äîêàæåòå íåðàâåíñòâàòà:

à) 0 <
∫ 1

0

x7dx
3
√

1 + x8
dx <

1

8
; á) 1 <

∫ 1

0
ex

2

dx < e.

3) Îïðåäåëåòå çíàöèòå íà èíòåãðàëèòå:

à)
∫ 2π

0
x sinxdx; á)

∫ 2π

0

sinx

x
dx; â)

∫ 2

−2
x32xdx; ã)

∫ 1

1/2
x2 lnxdx.

4) Ïðåñìåòíåòå:

à) lim
n→∞

∫ 1

0

e−nx

2 + x
dx; á) lim

n→∞

∫ π/3

π/4

cosx

(1 + x)n
dx.

5) Íàìåðåòå ãðàíèöèòå:

à) lim
x→+∞

∫ x

0
arctg2 tdt
√

1 + x2
; á) lim

x→+∞

(∫ x

0
et

2

dt
)2

∫ x

0
e2t2dt

.

6) Íàìåðåòå ëîêàëíèòå åêñòðåìóìè íà ôóíêöèÿòà:

à) F (x) =
∫ x

0
(t− 1)(t− 2)2dt; á) F (x) =

∫ x

0
(t+ 2)(et

2 − 1)dt;

â) F (x) =
∫ x

1
e
−
t2

2 (1− t2)dt; ã) F (x) =
∫ x

0

t2 − 5t+ 4

2 + et
dt.
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2.9 Èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Òåîðåìà 2.14 Íåêà ôóíêöèèòå f, g : [a, b] → R ñà íåïðåêúñíàòè çàåäíî ñ ïðîèçâîäíèòå
ñè. Òîãàâà ∫ b

a
f(x)g

′
(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣∣∣
b

a

−
∫ b

a
g(x)f

′
(x)dx.(32)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ðàâåíñòâîòî (f.g)
′
= f

′
g+fg

′
ñëåäâà, ÷å fg å ïðèìèòèâíà íà f

′
g+fg

′
.

Òîãàâà îò ðàâåíñòâîòî

∫ b

a

(
f
′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x)
)
dx = f(x)g(x)

∣∣∣∣∣
b

a

= f(b)g(b)− f(a)g(a)

ñëåäâà âåðíîñòòà íà (32). �

Ïðèìåð 2.17 Ïðåñìåòíåòå
∫ 1

0
xexdx.

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî∫ 1

0
xexdx =

∫ 1

0
xdex = xex

∣∣∣∣1
0
−
∫ 1

0
exdx = e− ex

∣∣∣∣1
0

= e− e+ 1 = 1.

Ïðèìåð 2.18 Ïðåñìåòíåòå
∫ π/2

0
sinm xdx, m ∈ N.

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

Jm =
∫ π/2

0
sinm xdx = −

∫ π/2

0
sinm−1 xd(cosx) = − sinm−1 x cosx

∣∣∣∣∣
π/2

0

+(m− 1)
∫ π/2

0
sinm−2 x cos2 xdx = (m− 1)

∫ π/2

0
sinm−2 x(1− sin2 x)dx

= (m− 1)

(∫ π/2

0
sinm−2 xdx−

∫ π/2

0
sinm xdx

)
= (m− 1)Jm−2 + (m− 1)Jm

è ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ðåêóðåíòíàòà ôîðìóëà Jm =
m− 1

m
Jm−2. Îò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà

ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâàòà

J2n =
∫ π/2

0
sin2n dx =

(2n− 1)!!

(2n)!!
· π

2

è

J2n+1 =
∫ π/2

0
sin2n+1 dx =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
.
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Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ π

0
x sinxdx; á)

∫ π/2

0
x2 cosxdx; â)

∫ e

1
x lnxdx; ã)

∫ 1

0
x arctg xdx.

2) Äîêàæåòå òúæäåñòâàòà:

à)
∫ π/2

0
cosm x cos(m+ 2)xdx = 0; á)

∫ π/2

0
cosm x sin(m+ 2)xdx =

1

m+ 1
;

â)
∫ π/2

0
sinm x cos(m+ 2)xdx = −

sin
(
mπ

2

)
m+ 1

, m ∈ N;

ã)
∫ π/2

0
sinm x sin(m+ 2)xdx = −

cos
(
mπ

2

)
m+ 1

, m ∈ N.

3) Íàìåðåòå ðåêóðåíòíà ôîðìóëà è ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ π/2

0
x cosn x sin(nx)xdx, n ∈ N; á)

∫ π/2

0
x cosn x cos(nx)xdx, n ∈ N;

â)
∫ 1

0
xm lnn xdx, m,n ∈ N; ã)

∫ 1

0
(1− x)mxndx, m,n ∈ N.

2.10 Èíòåãðèðàíå ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå

Òåîðåìà 2.15 Íåêà f : [a, b] → R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, ϕ : [α, β] → [a, b] èìà íåïðå-
êúñíàòà ïðîèçâîäíà, ϕ(α) = a è ϕ(β) = b. Òîãàâà∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f . Òîãàâà ôóíêöèÿòà Φ(t) = F (ϕ(t))
å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f(ϕ(t))ϕ

′
(t) è ìîæåì äà çàïèøåì ðàâåíñòâàòà∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ

′
(t)dt = Φ(β)− Φ(α) = F (ϕ(β))− F (ϕ(α)) = F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x)dx.

�

Çàáåëåæêà: Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà îïðåäåëåí èíòåãðàë ñ ïîìîùòà íà
ñóáñòèòóöèÿ íå å íåîáõîäèìî äà âðúùàìå ïîëàãàíåòî, òàêà êàêòî ñå ïðàâè ïðè íåîïðåäå-
ëåíèÿ èíòåãðàë.
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Ïðèìåð 2.19 Ïðåñìåòíåòå
∫ a

0

√
a2 − x2dx.

Ïîëàãàìå x = a sin t. Òîãàâà dx = a cos tdt, a sin 0 = 0 è a sin(π/2) = a. Çàìåñòâàìå è
ïîëó÷àâàìå

∫ a

0

√
a2 − x2dx = a2

∫ π/2

0
cos2 tdt =

a2

2

(
t+

sin(2t)

2

)∣∣∣∣∣
π/2

0

=
πa2

4
.

Ïðèìåð 2.20 Ïðåñìåòíåòå
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx.

Ïîëàãàìå x = ϕ(π − t). Ñëåäîâàòåëíî dx = −dt, ϕ(0) = π è ϕ(π) = 0. Çàìåñòâàìå è
ïîëó÷àâàìå

I =
∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx = −

∫ 0

π

(π − t) sin(π − t)
1 + cos2(π − t)

dt =
∫ π

0

(π − t) sin t

1 + cos2 t
dt

= π
∫ π

0

sin t

1 + cos2 t
dt−

∫ π

0

t sin t

1 + cos2 t
dt = π

∫ π

0

sin t

1 + cos2 t
dt− I.

Ðåøàâàìå óðàâíåíèåòî ñïðÿìî I è íàìèðàìå

I =
π

2

∫ π

0

sin t

1 + cos2 t
dt = −π

2
arctg(cos t)

∣∣∣∣π
0

=
π2

4
.

Ïðèìåð 2.21 Ïðåñìåòíåòå
∫ a

0

(
a2 − x2

)m
dx, m ∈ N.

Ïîëàãàìå x = a cos t. Òîãàâà dx = −a sin tdt, a cos 0 = a è a cos(π/2) = 0. Çàìåñòâàìå è
íàìèðàìå.

Im =
∫ a

0

(
a2 − x2

)m
dx = −a2m+1

∫ 0

π/2
sin2m+1 xdx = a2m+1

∫ π/2

0
sin2m+1 xdx.

Ïðèëàãàìå ðåçóëòàòà îò Ïðèìåð 2.18 è ïîëó÷àâàìå:

Im =
∫ a

0

(
a2 − x2

)m
dx = a2m+1 (2m)!!

(2m+ 1)!!
·

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ √3

−
√

3

√
4− x2dx; á)

∫ 4

2

√
x2 − 4

x4
dx; â)

∫ 1

0
x2
√

1− x2dx; ã)
∫ √3

1

dx√
(1 + x2)3

;
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ä)
∫ π/2

0

cosx

6− 5 sinx− sin2 x
dx; å)

∫ π/2

1

dx

2 + cos x
; æ)

∫ e2

1

dx

x
√

1 + ln x
; ç)

∫ 3

2

3

√
(x− 2)2

3 + 3

√
(x− 2)2

dx.

2) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ −5

−4
e(x+5)2dx; á)

∫ π

0

sin(2kx)

sinx
dx;
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3 Íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè

Íåêà f : [a, b]→ R è limx→b f(x) =∞. Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b],
òàêîâà ÷å a = x0 < x1 < x2 < . . . xn−1 < xn = b. Òîãàâà èíòåãðàëíàòà ñóìà σ íà f çà
äåëåíèåòî {x} å ðàâíà íà

σ(f, {x}, {ξ}) =
n∑
i=1

f(ξi)∆i =
n−1∑
i=1

f(ξi)∆i + f(ξn)∆n.

Íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòèòå íà
∑n−1
i=1 f(ξi)∆i è ∆n çà âñÿêî M ìîæåì äà èçáåðåì ξn ∈

[xn−1, xn], òàêîâà ÷å f(ξn) >
M+|∑n

i=1
f(ξi)∆i|

∆n
(Ôèãóðà 9). Ñëåäîâàòåëíî

|σ(f, {x}, {ξ})| = |∑n
i=1 f(ξi)∆i| ≥ |f(ξn)|∆n − |

∑n
i=1 f(ξi)∆i|

>
M + |∑n

i=1 f(ξi)∆i|
∆n

·∆n −
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ξi)∆i

∣∣∣∣∣ = M.

Ñëåäîâàòåëíî êàêâîòî è äåëåíèå {x} äà èçáèðàìå çà âñÿêî M ñúùåñòâóâà èçáîð íà ìåæ-
äèíèòå òî÷êè {ξ}, òàêà ÷å òî |σ(f, {x}, {ξ})| > M è èíòåãðàëíèòå ñóìè íÿìàò ãðàíèöà.

Ôèãóðà 9:

Íåêà f : [a,+∞) → R. Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a,+∞), òàêîâà ÷å
a = x0 < x1 < x2 < . . . xn−1 < xn = +∞. Òîãàâà èíòåãðàëíàòà ñóìà σ íà f çà äåëåíèåòî
{x} å ðàâíà íà

σ(f, {x}, {ξ}) =
n∑
i=1

f(ξi)∆i =
n−1∑
i=1

f(ξi)∆i + f(ξn)∆n.
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Íåçàâèñèìî îò ñòîéíîñòòà íà
∑n−1
i=1 f(ξi)∆i è èçáîðà íà ξn ∈ [xn−1,∞), òàêîâà ÷å f(ξn) 6= 0,

îò ∆n = +∞ ïîëó÷àâàìå |σ(f, {x}, {ξ})| = +∞. Ñëåäîâàòåëíî êàêâîòî è äåëåíèå {x} äà
èçáèðàìå, òî |σ(f, {x}, {ξ})| = ∞ è èíòåãðàëíèòå ñóìè íÿìàò ãðàíèöà. Ðàçáèðà ñå â òîçè
ñëó÷àé íå ìîæåì äà ãîâîðèì è çà ñõîäèìîñò íà äèàìåòúðà íà äåëåíèÿòà.

3.1 Íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè ñ áåçêðàéíè ãðàíèöè

Îïðåäåëåíèå 3.1 Íåêà ôóíêöèÿòà f : [a,+∞) → R å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè èíòåðâàë

[a,A]. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
A→+∞

∫ A

a
f(x)dx êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ +∞

a
f(x)dx îò ïúðâè ðîä å ñõîäÿù è èìà ñòîéíîñò

∫ ∞
a

f(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

a
f(x)dx.

Àêî ãðàíèöàòà lim
A→+∞

∫ A

a
f(x)dx íå ñúùåñòâóâà èëè å áåçêðàéíîñò êàçâàìå, ÷å íåñîá-

ñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

a
f(x)dx îò ïúðâè ðîä å ðàçõîäÿù.

Ïðèìåð 3.1 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

0

dx

1 + x2
.

Îò ðàâåíñòâîòî
∫ A

0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣∣
A

0

= arctgA− arctg 0 = arctgA ïîëó÷àâàìå

∫ +∞

0

dx

1 + x2
= lim

A→+∞

∫ A

0

dx

1 + x2
= lim

A→+∞
arctgA =

π

2
.

Ïðèìåð 3.2 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà∫ +∞

a

dx

xλ
(33)

çà a > 0.

Îò ðàâåíñòâîòî

∫ A

a

dx

xλ
=


ln |x||Aa = lnA− ln a, λ = 1

x1−λ

1− λ

∣∣∣∣∣
A

a

=
A1−λ

1− λ
− a1−λ

1− λ
, λ 6= 1

ïîëó÷àâàìå ïðè λ = 1∫ +∞

a

dx

x
= lim

A→+∞

∫ A

a

dx

x
= lim

A→+∞
lnA− ln a = +∞(34)
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è ïðè λ 6= 1

∫ +∞

a

dx

xλ
= lim

A→+∞

∫ A

a

dx

xλ
= lim

A→+∞

A1−λ

1− λ
− a1−λ

1− λ
=


− a1−λ

1− λ
, λ > 1

+∞, λ < 1.

(35)

Îò (34) è (35) ñëåäâà, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë (33) å ñõîäÿù çà λ > 1 è å ðàçõîäÿù
çà λ ≤ 1.

Ïðèìåð 3.3 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò
∫ +∞

0
sinxdx.

Ôóíêöèÿòà F (x) = cos x å ïðèìèòèâíà çà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ. Îò íåñúùåñòâó-

âàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
A→+∞

sinA ñëåäâà, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

0
sinxdx å ðàçõîäÿù.

Îïðåäåëåíèå 3.2 Íåêà ôóíêöèÿòà f : (−∞, a] → R å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè èíòåðâàë

[A, a]. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
A→−∞

∫ a

A
f(x)dx, êàçâàìå ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ a

−∞
f(x)dx îò ïúðâè ðîä å ñõîäÿù è èìà ñòîéíîñò

∫ a

−∞
f(x)dx = lim

A→−∞

∫ a

A
f(x)dx.

Ïðèìåð 3.4 Ïðåñìåòíåòå
∫ 0

−∞

dx

1 + x2
.

Îò ðàâåíñòâîòî
∫ 0

A

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣∣
0

A

= arctg 0− arctgA = − arctgA ïîëó÷àâàìå

∫ 0

−∞

dx

1 + x2
= lim

A→−∞

∫ 0

A

dx

1 + x2
= − lim

A→−∞
arctgA =

π

2
.

Îïðåäåëåíèå 3.3 Íåêà ôóíêöèÿòà f : (−∞,+∞) → R å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè èíòåð-

âàë [A,B]. Àêî ãðàíèöàòà lim
A→ −∞
B→ +∞

∫ B

A
f(x)dx ñúùåñòâóâà, êúäåòî A è B êëîíÿò ñú-

îòâåòíî êúì −∞ è +∞ íåçàâèñèìî åäíî îò äðóãî, êàçâàìå ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ +∞

−∞
f(x)dx îò ïúðâè ðîä å ñõîäÿù è èìà ñòîéíîñò

∫ +∞

−∞
f(x)dx = lim

A→ −∞
B→ +∞

∫ B

A
f(x)dx.
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Òâúðäåíèå 3.1 Îïðåäåëåíèå 3.3 å åêâèâàëåíòíî íà ñúùåñòâóâàíåòî íà a ∈ R, òàêà ÷å
èíòåãðàëèòå

∫ a

−∞
f(x)dx è

∫ +∞

a
f(x)dx äà áúäàò ñõîäÿùè è å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫ a

−∞
f(x)dx+

∫ +∞

a
f(x)dx.

Ïðèìåð 3.5 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
.

Îò Òâúðäåíèå 3.1, Ïðèìåð 3.1 è Ïðèìåð 3.4 ïîëó÷àâàìå∫ +∞

−∞

dx

1 + x2
=
∫ 0

−∞

dx

1 + x2
+
∫ +∞

0

dx

1 + x2
=
π

2
+
π

2
= π.

Ðàçãëåäàíèòå ïðèìåðè ïîêàçâàò, ÷å ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë îò ïúð-
âè ðîä èçâúðøâàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñëåäíèòå îïåðàöèè � íàìèðàíå íà åäíà ïðèìèòèâíà,
ïðèëàãàíå íà ôîðìóëàòà íà Ëàéáíèö�Íþòîí è èçâúðøâàíå íà ãðàíè÷åí ïðåõîä. Çà òåçè
òðè äåéñòâèÿ ìîæåì äà èçïîëçâàìå çàïèñà∫ +∞

a
f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣+∞
a

= F (+∞)− F (a),

êúäåòî F å ïðèìèòèâíà íà f , F (+∞) = lim
A→+∞

F (A) è F (x)
∣∣∣∣+∞
a

= lim
A→+∞

F (x)
∣∣∣∣A
a
. Àíàëî-

ãè÷íî çàïèñâàìå ∫ a

−∞
f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣a
−∞

= F (a)− F (−∞).

Ïðèìåð 3.6 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

0
e−ax sin(bx)dx.

Ôóíêöèÿòà F (x) = −e−axa sin(bx) + b cos(bx)

a2 + b2
å ïðèìèòèâíà çà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóí-

êöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå∫ +∞

0
e−ax sin(bx)dx = F (+∞)− F (0) =

b

a2 + b2
.

Ïðèìåð 3.7 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

0

dx

1 + x4
.

Ôóíêöèÿòà

F (x) =
1

4
√

2
ln
x2 + x

√
2 + 1

x2 − x
√

2 + 1
+

1

2
√

2
arctg(x

√
2 + 1) +

1

2
√

2
arctg(x

√
2− 1)

å ïðèìèòèâíà çà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå∫ +∞

0

dx

1 + x4
= F (+∞)− F (0) =

π

2
√

2
.
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Ïðèìåð 3.8 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

2/π

1

x2
sin

(
1

x

)
dx.

Ôóíêöèÿòà F (x) = cos
(

1
x

)
å ïðèìèòèâíà çà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëíî

ïîëó÷àâàìå ∫ +∞

2/π

1

x2
sin

(
1

x

)
dx = F (+∞)− F

(
2

π

)
= 1.

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

e2

dx

x ln3 x
; á)

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 2x+ 5
; â)

∫ +∞

0
x sinxdx;

ã)
∫ +∞

2

xdx√
(x2 − 3)3

; ä)
∫ +∞

1

dx

x+ x3
; å)

∫ +∞

1

xdx√
(4x2 + 1)3

.

3.2 Ñâîéñòâà íà ñõîäÿùèòå íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä.

Îò Îïðåäåëåíèå 3.1 ñëåäâà, ÷å ñõîäèìîñòòà íà íåñîáñòâåíèòå èíòåãðàëè îò ïúðâè

ðîä å åêâèâàëåíòíà íà ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà F (x) =
∫ x

a
f(t)dt ïðè

x êëîíÿùî êúì +∞.
Àêî ïðåôîðìóëèðàìå óñëîâèåòî íà Êîøè çà ñúùåñòâóâàíå íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

â áåçêðàéíîñòòà, ïîëó÷àâàìå êðèòåðèÿ íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë îò
ïúðâè ðîä.

Òåîðåìà 3.1 (Êðèòåðèé íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë) Èíòåãðàëúò∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà M ∈ R,

òàêà ÷å çà âñåêè A1, A2 ≥M å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å çà ðàçëèêà îò îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë, ïðè íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë
ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ íå å çàäúëæèòåëíî äà áúäå îãðàíè÷åíà. Íàïðèìåð ôóíêöèÿòà

f(x) =


0, x 6∈ N

x, x ∈ N

å íåîãðàíè÷åíà è çà âñÿêî A > 0 ñúùåñòâóâà
∫ A

0
f(x)dx. Îò ðàâåíñòâîòî

∫ A

0
f(x)dx = 0 çà

âñÿêî A > 0 ñëåäâà, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä å ñõîäÿù è
∫ +∞

0
f(x)dx = 0.
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Ñëåäñòâèå 3.1 Íåêà f : [a,+∞)→ [0,+∞). Èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà M ∈ R, òàêà ÷å∫ A

a
f(x)dx ≤M

çà âñÿêî A ≥ a.

Äîêàçàòåëñòâî: Ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ôóíêöèÿ F (x) =
∫ x

a
f(x)dx èìà ãðàíèöà ïðè x

êëîíÿùî êúì +∞ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å îãðàíè÷åíà îòãîðå. �

Òâúðäåíèå 3.2 Àêî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù è b > a, òî èíòåã-

ðàëúò
∫ +∞

b
f(x)dx å ñõîäÿù è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

∫ +∞

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ +∞

b
f(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñïîðåä Òåîðåìà 3.1 ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà îòëÿâî å åêâèâàëåíòíà íà
ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà îòäÿñíî. �

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäâàùèòå òðè òâúðäåíèÿ ñëåäâà îò Òåîðåìà 3.1.

Òâúðäåíèå 3.3 Àêî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù, òî â ñèëà å

lim
A→+∞

∫ +∞

A
f(x)dx = 0.

Òâúðäåíèå 3.4 Àêî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù, òî çà âñÿêî α ∈ R

è èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
αf(x)dx å ñõîäÿù è â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

∫ +∞

a
αf(x)dx = α

∫ +∞

a
f(x)dx.

Òâúðäåíèå 3.5 Àêî íåñîáñòâåíèòå èíòåãðàëè
∫ +∞

a
f(x)dx è

∫ +∞

a
g(x)dx ñà ñõîäÿùè,

òî ñõîäÿùè ñà è èíòåãðàëèòå
∫ +∞

a
(f(x)± g(x)) dx è â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

∫ +∞

a
(f(x)± g(x)) dx =

∫ +∞

a
f(x)dx±

∫ +∞

a
g(x)dx.
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Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

e2

(
1

x ln3 x
+
x2

ex

)
dx; á)

∫ +∞

0

(
1

1 + x2
+

x3

1 + x4

)
.

3.3 Êðèòåðèè çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò ïúðâè ðîä

Çà ðåäèöà ïðèëîæíè çàäà÷è å ñúùåñòâåíî ñàìî äàëè åäèí íåñîáñòâàí èíòåãðàë å
ñõîäÿù èëè ðàçõîäÿù áåç äà å íåîáõîäèìî äà çíàåì íåãîâàòà òî÷íà ñòîéíîñò.

Òåîðåìà 3.2 Íåêà f, g : [a,+∞) → [0,+∞) è ñúùåñòâóâà A > a, òàêà ÷å ñà â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî 0 ≤ f(x) ≤ g(x) çà âñÿêî x ∈ [A,+∞).

1) Àêî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
g(x)dx å ñõîäÿù, òî ñõîäÿù å è èíòåãðàëúò

∫ +∞

a
f(x)dx;

2) Àêî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ðàçõîäÿù, òî ðàçõîäÿù å è èíòåãðàëúò

∫ +∞

a
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
g(x)dx å ñõîäÿù. Ñïîðåä Òåîðåìà 3.1 çà âñÿêî

ε > 0 ñúùåñòâóâà M > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå A1, A2 ≥M ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà∫ A2

A1

f(x)dx ≤
∫ A2

A1

g(x)dx < ε

è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù.

2) Íåêà èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx íå å ñõîäÿù. Ñïîðåä Òåîðåìà 3.1 ñúùåñòâóâà ε > 0,

òàêà ÷å çà âñÿêî M > 0 ñúùåñòâóâàò A1, A2 ≥M , òàêà ÷å äà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

ε ≤
∫ A2

A1

f(x)dx ≤
∫ A2

A1

g(x)dx.

è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
g(x)dx å ðàçõîäÿù. �

Ïðèìåð 3.9 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ +∞

1

dx

lnx
√
x
.

Ñúùåñòâóâà a > 1, òàêà ÷å å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
1

lnx
√
x
≥ 1

4
√
x
√
x
çà âñÿêî x ∈

[a,+∞), çàùîòî lim
x→+∞

lnx
4
√
x

= 0. Îò ðàçõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà
∫ +∞

1

dx√
x
ñëåäâà, ÷å èíòåã-

ðàëúò
∫ +∞

1

dx

lnx
√
x
å ðàçõîäÿù.
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Ïðèìåð 3.10 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ +∞

1

dx

x2 +
√
x
.

Îò íåðàâåíñòâîòî
1

x2 +
√
x
≤ 1

x2
çà âñÿêî x ∈ [1,+∞) è ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà∫ +∞

1

dx

x2
ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò

∫ +∞

1

dx

x2 +
√
x
å ñõîäÿù.

Ñëåäñòâèå 3.2 Íåêà f, g : [a,+∞) → [0,+∞). Àêî ñúùåñòâóâà L 6= 0 è L < +∞, òàêà

÷å å â ñèëà lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L, òî èíòåãðàëúò

∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî å ñõîäÿù èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò L > 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε0, òàêà ÷å L−ε0 > 0. Îò L < +∞ ñëåäâà,

÷å L + ε0 < +∞. Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
x→∞

f(x)

g(x)
= L ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

A > a, òàêà ÷å ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

(L− ε0)g(x) < f(x) < (L+ ε0)g(x)

çà âñÿêî x ∈ [A,+∞). Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.2 ñëåäâà, ÷å
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî å ñõîäÿù èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
g(x)dx. �

Ïðèìåð 3.11 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ +∞

1

dx

x+ sin2 x
.

Îò ãðàíèöàòà

lim
x→+∞

1

x+ sin2 x
1

x

= lim
x→+∞

x

x+ sin2 x
= lim

x→+∞

1

1 +
sin2 x

x

= 1

è Ñëåäñòâèå 3.2 ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò
∫ +∞

1

dx

x+ sin2 x
dx å ðàçõîäÿù, çàùîòî å ðàçõîäÿù

èíòåãðàëúò
∫ +∞

1

dx

x
.

Ïðèìåð 3.12 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ +∞

1

3 + arctg x

1 + x
√
x
dx.
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Îò ãðàíèöàòà

lim
x→+∞

3 + arctg x

1 + x
√
x

1

x
√
x

= 3 +
π

2

è Ñëåäñòâèå 3.2 ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò
∫ +∞

1

3 + arctg x

1 + x
√
x

å ñõîäÿù, çàùîòî å ñõîäÿù èíòåã-

ðàëúò
∫ +∞

1

dx

x
√
x
.

Ñëåäñòâèå 3.3 Íåêà f : [a,+∞) → [0,+∞) è ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→+∞

f(x)

xλ
= L,

L 6= 0, L 6=∞:

1) Àêî λ < −1, òî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù;

2) Àêî λ ≥ −1, òî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ðàçõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Ñëåäñòâèå 3.2 è Ïðèìåð 3.2. �

Îïðåäåëåíèå 3.4 Êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

a
f(x)dx å àáñîëþòíî ñõî-

äÿù, àêî å ñõîäÿù èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
|f(x)|dx.

Òåîðåìà 3.3 Àêî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî òîé å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)

∣∣∣∣∣ ≤
∫ A2

A1

|f(x)|

è Òåîðåìà 3.1 ñëåäâà, ÷å íòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù. �

Òåîðåìà 3.4 Íåêà f, g : [a,+∞)→ R ñà òàêèâà, ÷å èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å àáñîëþòíî

ñõîäÿù è ôóíêöèÿòà g å îãðàíè÷åíà. Òîãàâà èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å àáñîëþòíî

ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò óñëîâèåòî íà Òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å å â ñèëà

íåðàâåíñòâîòî |f(x)g(x)| ≤M |f(x)|. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.2 èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
|f(x)g(x)|dx å

ñõîäÿù è ñëåäîâàòåëíî
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù èíòåãðàë. �
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Ïðèìåð 3.13 Äîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëúò
∫ +∞

0

cosx

1 + x2
dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Äà ïîëîæèì f(x) =
1

1 + x2
è g(x) = cosx. Îò÷èòàéêè àáñîëþòíàòà ñõîäèìîñò íà

èíòåãðàëà
∫ +∞

0

1

1 + x2
dx, íåðàâåíñòâîòî | cosx| ≤ 1 è Òåîðåìà 3.4 çàêëþ÷àâàìå, ÷å è èí-

òåãðàëúò
∫ +∞

0

cosx

1 + x2
dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Òåîðåìà 3.5 (Ïðèçíàê íà Äèðèõëå) Íåêà f, g : [a,+∞)→ R ñà òàêèâà, ÷å:
1) ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè êðàåí èíòåðâàë [a,A] è ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà

M , òàêà ÷å

∣∣∣∣∣
∫ A

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤M ;

2) ôóíêöèÿòà g å ìîíîòîííà è lim
x→+∞

g(x) = 0.

Òîãàâà èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò 2) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N , òàêà ÷å çà âñÿêî A ≥ N å

èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |g(x)| ≤ ε

2M
. Ïðèëàãàìå âòîðàòà òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè

çà A1, A2 ≥ N è ïîëó÷àâàìå, ÷å å èçïúëíåíà ïîñëåäîâàòåëíîñòòà îò íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g(A1)
∫ ξ

A1

f(x)dx+ g(A2)
∫ A2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ |g(A1)|

∣∣∣∣∣
∫ ξ

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(A2)|
∣∣∣∣∣
∫ A2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2M
M +

ε

2M
M = ε

è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù. �

Ïðèìåð 3.14 Äîêàæåòå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ +∞

a

sinx

xλ
dx, a > 0(36)

å ñõîäÿù çà âñÿêî λ > 0.

Ùå ïðèëîæèì Òåîðåìà 3.5 çà ôóíêöèèòå f(x) = sin x è g(x) =
1

xλ
.

Îò íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
∫ A

a
sinxdx

∣∣∣∣∣ = |− cosA+ cos a| = | cos a− cosA| ≤ 2
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ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèå 1) íà Òåîðåìà 3.5. Ôóíêöèÿòà g(x) =
1

xλ
å

ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è lim
x→+∞

1

xλ
= 0. Òîãàâà îò Òåîðåìà 3.5 ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò (36)

å ñõîäÿù.
Àíàëîãè÷íî ñå äîêàçâà, ÷å èíòåãðàëúò∫ +∞

a

cosx

xλ
dx, a > 0(37)

å ñõîäÿù çà âñÿêî λ > 0.

Ïðèìåð 3.15 Äîêàæåòå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ +∞

0

sinx

x
dx(38)

íå å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Àêî äîïóñíåì, ÷å èíòåãðàëúò (38) å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî îò íåðàâåíñòâîòî sin2 x ≤

| sinx| ñëåäâà, ÷å òðÿáâà äà áúäå ñõîäÿù è èíòåãðàëúò
∫ +∞

a

sin2 x

x
dx çà âñÿêî a > 0. Îò

òúæäåñòâîòî

∫ +∞

a

sin2 x

x
dx =

1

2

∫ +∞

a

1− cos(2x)

x
dx =

1

2

∫ +∞

a

1

x
dx− 1

2

∫ +∞

a

cos(2x)

x
dx

ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

∫ +∞

a

1

x
dx = 2

∫ +∞

a

sin2 x

x
dx+

∫ +∞

a

cos(2x)

x
dx.

Îò ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëèòå
∫ +∞

a

sin2 x

x
dx è ds

∫+∞
a

cos(2x)

x
dx ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò∫ +∞

a

1

x
dx å ñõîäÿù, êîåòî íå å âÿðíî. Ñëåäîâàòåëíî äîïóñêàíåòî íå å âÿðíî è èíòåãðàëúò

(38) íå å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Ïðèìåð 3.16 Äîêàæåòå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë∫ +∞

0
sin(x2)dx, a > 0(39)

å ñõîäÿù.

Ùå ïðèëîæèì Òåîðåìà 3.5 çà ôóíêöèèòå f(x) = x sin(x2) è g(x) =
1

x
.
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Îò íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
∫ A

a
x sin(x2)dx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣− cosA2 + cos a2

∣∣∣ = | cos a2 − cosA2| ≤ 2

ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèå 1) íà Òåîðåìà 3.5. Ôóíêöèÿòà g(x) =
1

x
å

ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà è lim
x→+∞

1

x
= 0 Òîãàâà ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.5 èíòåãðàëúò (39) ñõîäÿù.

Òåîðåìà 3.6 (Ïðèçíàê íà Àáåë) Íåêà f, g : [a,+∞)→ R ñà òàêèâà, ÷å:

1) Èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)dx å ñõîäÿù;

2) Ôóíêöèÿòà g å ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Òîãàâà èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò îãðàíè÷åíîñòòà íà g ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å |g(x)| ≤ M .

Îò ñõîäèìîñòòà íà
∫ +∞

a
f(x)dx è Òåîðåìà 3.1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà N , òàêà

÷å çà âñåêè u, v > N å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî
∣∣∣∣∫ v

u
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

2M
. Ïðèëàãàìå âòîðàòà

òåîðåìà çà ñðåäíèòå ñòîéíîñòè çà A1, A2 ≥ N è óñòàíîâÿâàìå, ÷å ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñò-
âàòà∣∣∣∣∣

∫ A2

A1

f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g(A1)
∫ ξ

A1

f(x)dx+ g(A2)
∫ A2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ |g(A1)|

∣∣∣∣∣
∫ ξ

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(A2)|
∣∣∣∣∣
∫ A2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε.

è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ +∞

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù. �

Ïðèìåð 3.17 Äîêàæåòå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ +∞

0
arctg(x) sin(x2)dx å ñõîäÿù.

Îò Ïðèìåð 3.16 ñëåäâà, ÷å
∫ +∞

0
sin(x2)dx å ñõîäÿù. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 3.6 çà ôóí-

êöèèòå f(x) = sin(x2) è g(x) = arctg x.

Çàäà÷è:

1) Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

4

x2 − x
x2 − 4x+ 3

dx; á)
∫ +∞

0

x2 + 1

x2 + x+ 2
dx; â)

∫ +∞

1

x+ sinx

x3 + cosx
dx; ã)

∫ +∞

0

x3 − x
x4 + 5x3 + 2

dx.
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2) Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

1

x3 + x2 − x− 2

x3
√
x− x+ 1

dx; á)
∫ +∞

0

x3 + sinx+ lnx

x2 +
√
x

dx;

â)
∫ +∞

1

x+ arctg x

x3 + sin2 x
dx; ã)

∫ +∞

0

x5 + x4 + x3

ex + lnx
dx.

3) Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

1

sinx+ cosx

1 + x3
dx; á)

∫ +∞

0

sinx arctg x

ex
dx; â)

∫ +∞

1

√
cosx

x ln2 x
dx.

4) Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

1

sinx+ cosx

1 + x
dx; á)

∫ +∞

1

sinx arctg x

lnx
dx; â)

∫ +∞

1

sin3 x

ln(lnx))
dx.

5) Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëèòå:

à)
∫ +∞

1
arctg x

sinx+ cosx

1 + x
dx; á)

∫ +∞

1

x

x+ 1

sinx arctg x

lnx
dx; â)

∫ +∞

2

x2 + 1

x2 − 1

sin3 x

ln(lnx))
dx.

3.4 Ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå è èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè â íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë

Òåîðåìà 3.7 Íåêà f : [a,+∞) → R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ è ϕ : [α, β) → [a,+∞) å
ìîíîòîííî ðàñòÿùà ôóíêöèÿ, ϕ(α) = a è limt→β ϕ(t) = +∞. Àêî åäèíèÿò îò èíòåãðà-

ëèòå
∫ +∞

a
f(x)dx èëè

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx å ñõîäÿù, òî è äðóãèÿò èíòåãðàë å ñõîäÿù è å

èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî ∫ +∞

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ìîíîòîííîñòòà íà ϕ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà íåéíàòà îáðàòíà ôóíêöèÿ
ϕ−1. Çà âñåêè äâå x0 ∈ [a,+∞) è t0 ∈ [α, β), òàêèâà ÷å ϕ(t0) = x0 ìîæåì äà ïðèëîæèì
ôîðìóëàòà çà ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë∫ x0

a
f(x)dx =

∫ t0

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å åäíîâðåìåííî ñúùåñòâóâàò è ñà ðàâíè èëè åäíîâðå-

ìåííî íå ñúùåñòâóâàò äâåòå ãðàíèöè limA→+∞

∫ A

a
f(x)dx è limB→β

∫ B

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx. �
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Ùå îòáåëåæèì, ÷å å âúçìîæíî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä ñëåä ñìÿíà
íà ïðîìåíëèâèòå äà ñå ïðåâúðíå â îïðåäåëåí èíòåãðàë. Â òîçè ñëó÷àé âåäíàãà ñëåäâà
ñõîäèìîñòòà íà íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë.

Ïðèìåð 3.18 Äîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëúò∫ +∞

4

dx√
x(x− 1)

(
x− 1

4

)(40)

å ñõîäÿù.

Äà ïîëîæèì x =
1

t2
:
[

1

2
, 0
)
→ [4,+∞). Ïðåñìÿòàìå dx = −2dt

t3
è çàìåñòâàìå

∫ +∞

4

dx√
x(x− 1)

(
x− 1

4

) = −2
∫ 0

1/2

dt√√√√(1− t2)

(
1− t2

4

) = 2
∫ 1/2

0

dt√√√√(1− t2)

(
1− t2

4

) .

Ñëåä çàìåñòâàíåòî ïîëó÷àâàìå îïðåäåëåí èíòåãðàë è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò (40) å ñõî-
äÿù.

Ïðèìåð 3.19 Äîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëúò∫ +∞

0
sin(xλ)dx.(41)

å ñõîäÿù çà âñÿêî λ > 1.

Äà ïîëîæèì x = λ
√
t : [0,+∞)→ [0,+∞). Ïðåñìÿòàìå dx =

dt

λ
λ
√
tλ−1

è çàìåñòâàìå

∫ +∞

0
sin(xλ)dx =

1

λ

∫ +∞

0

sin t

t
λ−1
λ

dt.

Îò íåðàâåíñòâîòî
λ− 1

λ
> 0 è Ïðèìåð 3.16 ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò (41) å ñõîäÿù.

Òåîðåìà 3.8 Íåêà f, g : [a,+∞) → R èìàò íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè. Àêî äâà îò òðè-

òå èçðàçà
∫ +∞

a
f(x)dg(x), f(x).g(x)

∣∣∣∣+∞
0

,
∫ +∞

a
g(x)df(x) èìàò ñìèñúë (ò.å. èíòåãðàëè-

òå
∫ +∞

a
f(x)dg(x) è

∫ +∞

a
g(x)df(x) ñà ñõîäÿùè, ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim

A→∞
(f(A)g(A) −

f(a)g(a))), òî è òðåòèÿò èçðàç èìà ñìèñúë è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ +∞

a
f(x)dg(x) = f(x).g(x)

∣∣∣∣+∞
0
−
∫ +∞

a
g(x)df(x).(42)
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Äîêàçàòåëñòâî: Çà âñÿêî x0 ∈ [a,+∞) ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå
ïî ÷àñòè ∫ x0

a
f(x)dg(x) = f(x).g(x)

∣∣∣∣x0
0
−
∫ x0

a
g(x)df(x).

Àêî äâà îò òðèòå èçðàçà
∫ +∞

a
f(x)dg(x), f(x).g(x)|+∞0 ,

∫ +∞

a
g(x)df(x) èìàò ñìèñúë, òî ìî-

æåì äà èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x0 → +∞ è ùå áúäå â ñèëà ðàâåíñòâî (42). �

Ïðèìåð 3.20 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

0
xe−xdx.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè è ïîëó÷àâàìå∫ +∞

0
xe−xdx = −

(
xe−x

∣∣∣+∞
0
−
∫ +∞

0
e−xdx

)
= lim

x→+∞

x

ex
− lim

x→+∞

1

ex
+ 1 = 1

Ïðèìåð 3.21 Ïðåñìåòíåòå
∫ +∞

0
xne−xdx.

Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè è ïîëó÷àâàìå ðåêóðåíòíà âðúçêà

In =
∫ +∞

0
xne−xdx = − xn

ex

∣∣∣∣+∞
0

+ n
∫ +∞

0
xn−1e−xdx = n.In−1.

Îò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà In = n.In−1 ñëåäâà In = n!.
vspace8pt

Çàäà÷è:

1) Ïðåñìåòíåòå:

à)
∫ +∞

2

dx

2
√
x2 − 1

; á)
∫ +∞

1

dx

x(1 + x2)
.

2) Ïðåñìåòíåòå:

à)
∫ +∞

0
e−x sinxdx; á)

∫ +∞

1

x lnx

(1 + x2)2dx; â)
∫ +∞

1

arctg x

(1 + x2)3/2
dx.

3.5 Íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò âòîðè ðîä

Îïðåäåëåíèå 3.5 Íåêà f : [a, b) → R. Êàçâàìå, ÷å òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà
f , àêî lim

x→b−
|f(x)| =∞ è çà âñÿêî ε > 0 ôóíêöèÿòà f å îãðàíè÷åíà â èíòåðâàëà [a, b− ε].

Îïðåäåëåíèå 3.6 Íåêà f : [a, b) → R, òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f è çà âñÿêî
ε > 0 ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b − ε]. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
ε→0+

∫ b−ε

a
f(x)dx êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä

∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù

è èìà ñòîéíîñò ∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→0+

∫ b−ε

a
f(x)dx.
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Ïðèìåð 3.22 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà∫ b

a

dx

(b− x)λ
.(43)

I) Íåêà λ = 1. Òîãàâà ìîæåì äà çàïèøåì

∫ b

a

dx

b− x
= − lim

ε→0+
ln |b− x|

∣∣∣∣∣
b−ε

a

= − lim
ε→0+

ln ε+ ln |b− a| = +∞.

II) Íåêà λ 6= 1. Òîãàâà èìàìå

∫ b

a

dx

(b− x)λ
= lim

ε→0+

1

(1− λ)(b− x)λ−1

∣∣∣∣∣
b−ε

a

= lim
ε→0+

1

(1− λ)ελ−1
− 1

(1− λ)(b− a)λ−1
=


1

(λ−1)(b−a)λ−1 , λ < 1

+∞, λ > 1.

Îò I) è II) ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò (43) å ñõîäÿù ïðè λ < 1 è å ðàçõîäÿù ïðè λ ≥ 1.

Îïðåäåëåíèå 3.7 Íåêà f : (a, b] → R, òî÷êàòà a å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f è çà âñÿêî
ε > 0 ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a + ε, b]. Àêî ñúùåñòâóâà ãðàíèöàòà

lim
ε→0+

∫ b

a+ε
f(x)dx êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä

∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù

è èìà ñòîéíîñò ∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→0+

∫ b

a+ε
f(x)dx.

Îïðåäåëåíèå 3.8 Íåêà f : [a, c) ∪ (c, b] → R, òî÷êàòà c å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f è
çà âñÿêî ε > 0 ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëèòå [a, c − ε) è (c + ε, b]. Àêî

ñúùåñòâóâàò ãðàíèöèòå lim
ε→0+

∫ c−ε

a
f(x)dx è lim

ε→0+

∫ b

c+ε
f(x)dx êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò

èíòåãðàë îò âòîðè ðîä
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù è èìà ñòîéíîñò

∫ b

a
f(x)dx = lim

ε→0+

∫ c−ε

a
f(x)dx+ lim

ε→0+

∫ b

c+ε
f(x)dx.

Àêî ôóíêöèÿòà f èìà êðàåí áðîé îñîáåíè òî÷êè â ìíîæåñòâîòî ∆, òî ïî àíàëîãèÿ ñå
ïðåíàñÿ äåôèíèöèÿòà çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë. Äåôèíèðàíåòî íà ñõîäèìîñò
íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë îò ïúðâè è âòîðè ðîä ñ êðàåí áðîé îñîáåíè òî÷êè ñå âúâåæäà êàòî
ñóìà îò êðàåí áðîé íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè ñ ïî åäíà îñîáåíà òî÷êà âúâ âñåêè èíòåðâàë íà
èíòåãðèðàíå.

Äîêàçàòåëñòâàòà íà òâúðäåíèÿòà ñà àíàëîãè÷íè íà òåçè çà íåñîáñòâåíè èíòåãðàëè îò
ïúðâè ðîä.
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Îò Îïðåäåëåíèå 3.1 ñëåäâà, ÷å ñõîäèìîñòòà íà íåñîáñòâåíèòå èíòåãðàëè îò ïúðâè

ðîä å åêâèâàëåíòíà íà ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà íà ôóíêöèÿòà F (x) =
∫ x

a
f(t)dt ïðè

x êëîíÿùî êúì +∞.
Àêî ïðåôîðìóëèðàìå óñëîâèåòî íà Êîøè çà ñúùåñòâóâàíå íà ãðàíèöà íà ôóíêöèÿ

â áåçêðàéíîñòòà ïîëó÷àâàìå êðèòåðèÿ íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë îò
ïúðâè ðîä.

Òåîðåìà 3.9 (Êðèòåðèé íà Êîøè çà ñõîäèìîñò íà íåñîáñòâåí èíòåãðàë) Íåêà f : [a, b)→

R è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè 0 < δ2 < δ1 < δ å
èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî ∣∣∣∣∣

∫ b−δ2

b−δ1
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε.

Äîêàçàòåëñòâî: Òåîðåìà 3.9 å èçêàçâàíå íà êðèòåðèÿ íà Êîøè çà ñúùåñòâóâàíå íà ãðà-

íèöà íà ôóíêöèÿòà F (x) =
∫ x

a
f(t)dt ïðè x êëîíÿùî êúì b. �

Ñëåäñòâèå 3.4 Íåêà f : [a, b) → [0,+∞) è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Èí-

òåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà M ∈ R, òàêà

÷å ∫ b−ε

a
f(x)dx ≤M

çà âñÿêî ε > 0.

Äîêàçàòåëñòâî: Ìîíîòîííî ðàñòÿùàòà ôóíêöèÿ F (x) =
∫ x

a
f(x)dx èìà ãðàíèöà ïðè x

êëîíÿùî êúì b òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å îãðàíè÷åíà îòãîðå. �

Òâúðäåíèå 3.6 Íåêà f : [a, b) → R è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Àêî íåñîáñ-

òâåíèÿò èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù è c ∈ (a, b), òî èíòåãðàëúò

∫ b

c
f(x)dx å ñõîäÿù è

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî ∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.9 ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà îòëÿâî å åêâèâàëåíòíà
íà ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà îòäÿñíî. �

Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñëåäâàùèòå òðè òâúðäåíèÿ ñëåäâà îò Òåîðåìà 3.9.

Òâúðäåíèå 3.7 Íåêà f : [a, b) → R è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Àêî íåñîáñ-

òâåíèÿò èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù, òî å â ñèëà

lim
c→b

∫ b

c
f(x)dx = 0.
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Òâúðäåíèå 3.8 Íåêà f : [a, b)→ R è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Àêî íåñîáñò-

âåíèÿò èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù, òî çà âñÿêî α ∈ R å ñõîäÿù èíòåãðàëúò

∫ b

a
αf(x)dx

è â ñèëà å ðàâåíñòâîòî ∫ b

a
αf(x)dx = α

∫ b

a
f(x)dx.

Òâúðäåíèå 3.9 Íåêà f, g : [a, b)→ R è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Àêî íåñîá-

ñòâåíèòå èíòåãðàëè
∫ b

a
f(x)dx è

∫ b

a
g(x)dx ñà ñõîäÿùè, òî ñà ñõîäÿùè è èíòåãðàëèòå∫ b

a
(f(x)± g(x)) dx è â ñèëà ñà ðàâåíñòâàòà

∫ b

a
(f(x)± g(x)) dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫ b

a
g(x)dx.

Òåîðåìà 3.10 Íåêà f, g : [a, b)→ [0,+∞), òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f è ñúùåñ-
òâóâà c ∈ [a, b), òàêà ÷å ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà 0 ≤ f(x) ≤ g(x) çà âñÿêî x ∈ [c, b).

1) Àêî èíòåãðàëúò
∫ b

a
g(x)dx å ñõîäÿù, òî å ñõîäÿù è èíòåãðàëúò

∫ b

a
f(x)dx;

2) Àêî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ðàçõîäÿù, òî å ðàçõîäÿù è èíòåãðàëúò

∫ b

a
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: 1) Íåêà èíòåãðàëúò
∫ b

a
g(x)dx å ñõîäÿù. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.9 çà âñÿêî

ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñåêè äâå 0 < δ2 < δ1 < δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∫ b−δ2

b−δ1
f(x)dx ≤

∫ b−δ2

b−δ1
g(x)dx < ε.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù.

2) Íåêà èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx íå å ñõîäÿù. Ñúãëúñíî Òåîðåìà 3.9 ñúùåñòâóâà ε > 0,

òàêà ÷å çà âñÿêî δ > 0 ñúùåñòâóâàò 0 < δ2 < δ1 < δ, òàêà ÷å äà ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

ε ≤
∫ b−δ2

b−δ1
f(x)dx ≤

∫ b−δ2

b−δ1
g(x)dx.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ b

a
g(x)dx å ðàçõîäÿù. �

Ïðèìåð 3.23 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ 1

0

dx

(x+ 2)
√
x− 1

.

Îò íåðàâåíñòâîòî
1

(x+ 2)
√
x− 1

≤ 1

2
√
x− 1

çà âñÿêî x ∈ [0, 1) è ñõîäèìîñòòà íà

èíòåãðàëà
∫ dx

0

1√
x− 1

ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò
∫ 1

0

dx

(x+ 2)
√
x− 1

å ñõîäÿù.

97



Ïðèìåð 3.24 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ 1

0

dx

(x+ 2)(x− 1)2
.

Îò íåðàâåíñòâîòî
1

(x+ 2)(x− 1)2
≥ 1

3(x− 1)2
çà âñÿêî x ∈ [0, 1) è ðàçõîäèìîñòòà íà

èíòåãðàëà
∫ dx

0

1

(x− 1)2
ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò

∫ 1

0

dx

(x+ 2)(x− 1)2
å ðàçõîäÿù.

Ñëåäñòâèå 3.5 Íåêà f, g : [a, b)→ [0,+∞), òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèèòå f è g. Àêî

ñúùåñòâóâà L 6= 0 è L < +∞, òàêà ÷å å â ñèëà lim
x→b−

f(x)

g(x)
= L, òî èíòåãðàëúò

∫ b

a
f(x)dx

å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî å ñõîäÿù èíòåãðàëúò
∫ b

a
g(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò L > 0 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà ε0, òàêà ÷å L−ε0 > 0. Îò L < +∞ ñëåäâà,

÷å L + ε0 < +∞. Îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðàíèöàòà lim
x→b

f(x)

g(x)
= L ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà

c ∈ [a, b), òàêà ÷å ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

(L− ε0)g(x) < f(x) < (L+ ε0)g(x)

çà âñÿêî x ∈ [c, b). Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.10 ñëåäâà, ÷å
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù òîãàâà è ñàìî

òîãàâà, êîãàòî å ñõîäÿù èíòåãðàëúò
∫ b

a
g(x)dx. �

Ïðèìåð 3.25 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ 1

0

dx

sin2 x
.

Îò ãðàíèöàòà

lim
x→0−

1

sin2 x
1

x2

= lim
x→0−

x2

sin2 x
= 1,

Ñëåäñòâèå 3.5 è ðàçõîäèìîñòòà íà èíòåãðàë
∫ 1

0

dx

x2
ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò

∫ 1

0

dx

sin2 x
å ðàç-

õîäÿù.

Ïðèìåð 3.26 Èçñëåäâàéòå çà ñõîäèìîñò èíòåãðàëà
∫ 1

0

dx√
sinx

.

Îò ãðàíèöàòà

lim
x→0−

1√
sinx
1√
x

= lim
x→0−

√
x√

sinx
= 1,
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Ñëåäñòâèå 3.5 è ñõîäèìîñòòà íà èíòåãðàëà
∫ 1

0

dx√
x
ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò

∫ 1

0

dx√
sinx

å ñõî-

äÿù.

Ñëåäñòâèå 3.6 Íåêà f : [a, b) → [0,+∞) è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f è ñú-

ùåñòâóâà ãðàíèöàòà lim
x→b−

f(x)

xλ
= L, L 6= 0, L 6=∞:

1) Àêî λ > −1, òî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù;

2) Àêî λ ≤ −1, òî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ðàçõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Ñëåäñòâèå 3.5 è Ïðèìåð 3.22. �

Îïðåäåëåíèå 3.9 Íåêà f : [a, b) → [0,+∞) è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f .

Êàçâàìå, ÷å íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë
∫ b

a
f(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù, àêî å ñõîäÿù èí-

òåãðàëúò
∫ b

a
|f(x)|dx.

Òåîðåìà 3.11 Íåêà f : [a, b) → [0,+∞) è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèÿòà f . Àêî

èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù, òî òîé å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣
∫ b−δ2

b−δ1
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b−δ2

b−δ1
|f(x)|dx

è Òåîðåìà 3.9 ñëåäâà, ÷å èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù. �

Òåîðåìà 3.12 Íåêà f, g : [a, b) → [0,+∞) è òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöèèòå f è g.
Àêî

1) Èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù;

2) Ôóíêöèÿòà g å îãðàíè÷åíà,

òî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)g(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò óñëîâèåòî íà Òåîðåìàòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å å â ñèëà

íåðàâåíñòâîòî |f(x)g(x)| ≤ M |f(x)|. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 3.10 èíòåãðàëúò
∫ b

a
|f(x)g(x)|dx å

ñõîäÿù è ñëåäîâàòåëíî
∫ b

a
f(x)g(x)dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù èíòåãðàë. �
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Ïðèìåð 3.27 Äîêàæåòå, ÷å èíòåãðàëúò
∫ 1

0

sin (1/x)√
x

dx å àáñîëþòíî ñõîäÿù.

Äà ïîëîæèì f(x) =
1√
x
è g(x) = sin(1/x). Òúé êàòî | sin(1/x)| ≤ 1 è èíòåãðàëúò∫ 1

0

1√
x
dx å ñõîäÿù, òî ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 3.12 ïîëó÷àâàìå, ÷å

∫ 1

0

sin (1/x)√
x

dx å àáñîëþòíî

ñõîäÿù.

Òåîðåìà 3.13 (Ïðèçíàê íà Äèðèõëå) Íåêà f, g : [a, b) → R, òî÷êàòà b å îñîáåíà çà
ôóíêöèèòå f è g. Àêî
1) Ôóíêöèÿòà f å èíòåãðóåìà âúâ âñåêè êðàåí èíòåðâàë [a, b−ε) è ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà

M , òàêà ÷å

∣∣∣∣∣
∫ b−ε

a
f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤M ;

2) Ôóíêöèÿòà g å ìîíîòîííà è lim
x→b

g(x) = 0,

òî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò 2) ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî

x ∈ (b− δ, b) å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî |g(x)| ≤ ε

2M
. Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 2.13 çà b− δ <

δ1 < δ2 < b ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣
∫ δ2

δ1
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g(δ1)
∫ ξ

δ1
f(x)dx+ g(δ2)

∫ δ2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ |g(δ1)|

∣∣∣∣∣
∫ ξ

δ1
f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(δ2)|
∣∣∣∣∣
∫ δ2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2M
M +

ε

2M
M = ε.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù. �

Òåîðåìà 3.14 (Ïðèçíàê íà Àáåë) Íåêà f, g : [a, b)→ R, òî÷êàòà b å îñîáåíà çà ôóíêöè-
èòå f è g. Àêî

1) Èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)dx å ñõîäÿù;

2) Ôóíêöèÿòà g å ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà,

òî èíòåãðàëúò
∫
a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò îãðàíè÷åíîñòòà íà g ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâàM , òàêà ÷å |g(x)| ≤M . Îò

ñõîäèìîñòòà íà
∫ b

a
f(x)dx è Òåîðåìà 3.9 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà
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÷å çà âñåêè b− δ < δ1 < δ2 < b å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∣
∫ δ2

δ1
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2M
. Ïðèëàãàìå

Òåîðåìà 2.13 çà b− δ < δ1 < δ2 < b ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣
∫ δ2

δ1
f(x)g(x)dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣g(δ1)
∫ ξ

δ1
f(x)dx+ g(δ2)

∫ δ2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣
≤ |g(δ1)|

∣∣∣∣∣
∫ ξ

δ1
f(x)dx

∣∣∣∣∣+ |g(δ2)|
∣∣∣∣∣
∫ δ2

ξ
f(x)dx

∣∣∣∣∣ < M
ε

2M
+M

ε

2M
= ε.

Ñëåäîâàòåëíî èíòåãðàëúò
∫ b

a
f(x)g(x)dx å ñõîäÿù. �

Òåîðåìà 3.15 Íåêà f : [a, b)→ R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, ϕ : [α, β)→ [a, b) å ìîíîòîííî

ðàñòÿùà ôóíêöèÿ, ϕ(α) = a è limt→β ϕ(t) = b. Àêî åäèíèÿò îò èíòåãðàëèòå
∫ b

a
f(x)dx

èëè
∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx å ñõîäÿù, òî è äðóãèÿò èíòåãðàë å ñõîäÿù è å â ñèëà ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dx =

∫ β

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò ìîíîòîííîñòòà íà ϕ ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà íåéíàòà îáðàòíà ϕ−1. Çà
âñåêè äâå x0 ∈ [a, b) è t0 ∈ [α, β), òàêèâà ÷å ϕ(t0) = x0 ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà
ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå â îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë∫ x0

a
f(x)dx =

∫ t0

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx.

Îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å åäíîâðåìåííî ñúùåñòâóâàò è ñà ðàâíè èëè åäíîâðå-

ìåííî íå ñúùåñòâóâàò äâåòå ãðàíèöè lim
ε→0+

∫ b−ε

a
f(x)dx è lim

ε→0+

∫ b−ε

α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dx. �

Ùå îòáåëåæèì, ÷å å âúçìîæíî íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë îò âòîðè ðîä ñëåä ñìÿíà
íà ïðîìåíëèâèòå äà ñå ïðåâúðíå â îïðåäåëåí èíòåãðàë èëè äà ñå ïðåâúðíå â íåñîáñòâåí
èíòåãðàë îò ïúðâè ðîä.

Òåîðåìà 3.16 Íåêà f, g : [a, b)→ R èìàò íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè. Àêî äâà îò òðèòå

èçðàçà
∫ b

a
f(x)dg(x), f(x).g(x)

∣∣∣b
0
,
∫ b

a
g(x)df(x) èìàò ñìèñúë, òî è òðåòèÿò èçðàç èìà

ñìèñúë è â ñèëà å ðàâåíñòâîòî∫ b

a
f(x)dg(x) = f(x).g(x)

∣∣∣∣∣
b

0

−
∫ b

a
g(x)df(x).(44)

Äîêàçàòåëñòâî: Çà âñÿêî x0 ∈ [a, b) ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî
÷àñòè ∫ x0

a
f(x)dg(x) = f(x).g(x)

∣∣∣∣x0
0
−
∫ x0

a
g(x)df(x).

Àêî äâà îò òðèòå èçðàçà
∫ b

a
f(x)dg(x), f(x).g(x)

∣∣∣b
0
,
∫ b

a
g(x)df(x) èìàò ñìèñúë, òî ìîæåì

äà èçâúðøèì ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè x0 → +∞ è ùå áúäå â ñèëà ðàâåíñòâî (44). �
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4 Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë â ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç

4.1 Ïðèáëèæåíî ïðåñìÿòàíå íà ÷èñëîòî π

Ïðèìåð 4.1 Äîêàæåòå ÷å ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

Jm =
∫ π/2

0
sinm xdx =

∫ π/2

0
cosm xdx =


(m− 1)!!

m!!
· π

2
, m = 2k

(m− 1)!!

m!!
, m = 2k − 1

çà âñÿêî m ∈ N.

Ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

Jm =
∫ π/2

0
sinm xdx = −

∫ π/2

0
sinm−1 xd(cosx)

= − sinm−1 x cosx
∣∣∣∣π/2
0

+ (m− 1)
∫ π/2

0
sinm−2 cos2 xdx

= (m− 1)
∫ π/2

0
sinm−2(1− sin2 x)dx

= (m− 1)
∫ π/2

0
sinm−2 dx− (m− 1)

∫ π/2

0
sinm dx = (m− 1)Jm−2 − (m− 1)Jm

ïîëó÷àâàìå ðåêóðåíòíàòà âðúçêà Jm =
m− 1

m
Jm−2. Ñëåäîâàòåëíî

J2k =
∫ π/2

0
sin2k xdx =

(2k − 1)(2k − 3) . . . 3.1

2k(2k − 2) . . . 4.2

∫ π/2

0
dx =

(2k − 1)!!

(2k)!!
· π

2

è

J2k+1 =
∫ π/2

0
sin2k+1 xdx =

(2k)(2k − 2) . . . 4.2

(2k + 1)(2k − 1) . . . 3.1

∫ π/2

0
sinxdx =

(2k)!!

(2k + 1)!!
.

Ïðèìåð 4.2 (Ôîðìóëà íà Óîëèñ) Äîêàæåòå ÷å å âÿðíà ôîðìóëàòà

π

2
= lim

n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
.(45)

Ñëåä èíòåãðèðàíå íà íåðàâåíñòâàòà

sin2n+1 x < sin2n x < sin2n−1 x

ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà∫ π/2

0
sin2n+1 xdx <

∫ π/2

0
sin2n xdx <

∫ π/2

0
sin2n−1 xdx.(46)
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Îò Ïðèìåð 4.1 è (46) ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

(2n)!!

(2n+ 1)!!
<

(2n− 1)!!

(2n)!!
· π

2
<

(2n− 2)!!

(2n− 1)!!

èëè (
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
<
π

2
<

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n
.

Îò íåðàâåíñòâîòî

I =

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n
−
(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
=

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2 (
1

2n
− 1

2n+ 1

)

=

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n(2n+ 1)
=

(
(2n)!!

(2n+ 1)!!

)2
1

2n
=

(
n∏
k=1

2k

2k + 1

)2
1

2n
<

1

2n

ïîëó÷àâàìå

lim
n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n
−
(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
= 0,

ò.å.

lim
n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n
= lim

n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
= 0.

Ñëåäîâàòåëíî
π

2
= lim

n→∞

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
.

Ôîðìóëàòà íà Óîëèñ èìà èñòîðè÷åñêî çíà÷åíèå, êàòî ïúðâîòî ïðåäñòàâÿíå íà ÷èñëîòî π
âúâ âèäà íà ãðàíèöà, êîÿòî ëåñíî ìîæå äà ñå ïðåñìÿòà ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò ε.

Ôèãóðà 10: John Wallis

Äæîí Óîëèñ (1616 - 1703) å àíãëèéñêè ìàòåìàòèê, ëîãèê è ôè-
ëîñîô. Óîëèñ âúâåæäà ñèìâîëà ∞ çà îçíà÷åíèå íà áåçêðàéíîñòòà è

ñèìâîëà
1

∞
çà îçíà÷àâàíå íà îáåêòè, êîèòî ñà òîëêîâà ìàëêè, ÷å íå

ìîãàò äà áúäàò âèäÿíè èëè èçìåðåíè. Óîëèñ ïîëó÷àâà ïúðâîíà÷àëíî-
òî ñè îáðàçîâàíèå â ìåñòíîòî ó÷èëèùå. Ó÷è ìåäèöèíà â óíèâåðñèòå-
òà â Êåìáðèäæ. Ñëåä äèïëîìèðàíåòî ñè ñòàâà ñâåùåíèê. Òîé å îò
ñúîñíîâàòåëèòå íà Áðèòàíñêîòî êðàëñêî íàó÷íî äðóæåñòâî. Ïðåïî-
äàâà ãåîìåòðèÿ â Îêñôîðäñêèÿ óíèâåðñèòåò îò 1649 ãîäèíà äî êðàÿ
íà æèâîòà ñè. Óîëèñ ñå îïèòâà äà ïîñòàâè êðèïòîãðàôèÿòà íà ìà-
òåìàòè÷åñêà îñíîâà. Òîé ñå çàíèìàâà ñ òðèãîíîìåòðèÿ, ìàòåìàòè-
÷åñêè àíàëèç, ãåîìåòðèÿ. Òîé âúâåæäà òåðìèíà íåïðåêúñíàòà äðîá,
ïðåäñòàâÿíåòî íà ÷èñëàòà êàòî îòñå÷êè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà.

Ïðèìåð 4.3 Íàìåðåòå ñ òî÷íîñò ε ñòîéíîñòòà íà π.
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Èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n+ 1
< π <

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n
.

îò Ïðèìåð 4.2. Îò íåðàâåíñòâîòî(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n
−
(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n+ 1
<

1

n

ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0, àêî èçáåðåì n =
[
1

ε

]
+ 1, òî

(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n+ 1
è(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
2

2n
ùå ñà ïðèáëèæåíè ñòîéíîñòè ñúîòâåòíî îòäîëó è îòãîðå íà π ñ òî÷îñò ε.

Ñ ïîìîùòà íà Maple ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæåíèòå ñòîéíîñòè íà π çà ε = 10−k, k =

1, 2, . . . 8. Çà äà íàìàëèì ïðåñìÿòàíèÿòà ùå íàìåðèì ïî�òî÷íî èíäåêñà n =
[

2.4

ε.3.5

]
+ 1,

êàòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî(
(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n
−
(

(2n)!!

(2n− 1)!!

)2
1

2n+ 1
=

(
n∏
k=1

2k

2k + 1

)2
1

2n
<

2

3
· 4

5
· 1

2n
.

for k from 1 to 8 do

ε :=
1

10k
: n := floor

(
2 · 4
ε · 3 · 5

)
+ 1 :

t := time() :

p := evalf

( n∏
i=1

2 · i
2 · i− 1

· 2

2 · n+ 1

)2

, k + 2

 : q := evalf

(
p · (2 · n+ 1)

2 · n
, k + 2

)
:

st := time()− t :

print (evalf(ε), p, evalf(π), q, st)

ε n an π bn âðåìå

0.1 6 3.02 3.14 3.28, 0. sec

0.01 54 3.127 3.142 3.156 0. sec

0.001 534 3.1401 3.1416 3.1430 0.016 sec

0.0001 5334 3.14145 3.14159 3.14174 0.109 sec

0.00001 5334 3.141578 3.141593 3.141608 1 min 7.769 sec

0.000001 53334 3.1415912 3.1415927 3.1415941 27 min 8.578 sec
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Îò ãîðíàòà òàáëèöà âèæäàìå, ÷å ïðåñìÿòàíåòî íà π ñ ôîðìóëàòà íà Óîëèñ å ìíîãî
áàâíî. Òîâà ñå äúëæè îò åäíà ñòðàíà íà áàâíàòà ñõîäèìîñò íà äâåòå ðåäèöè an ≤ π ≤ bn è îò
äðóãà ñòðàíà ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å ÷ëåíîâåòå íà äâåòå ðåäèöè ñà ïðîèçâåäåíèÿ íà ðåàëíè
÷èñëà. Îïåðàöèèòå óìíîæåíèå è äåëåíèå ñà âðåìå�èçèñêâàùè îïåðàöèè çà êîìïþòðèòå,
äîêàòî îïåðàöèèòå ñúáèðàíå è èçâàæäàíå ñå èçïúëíÿâàò ìíîãî ïî�áúðçî.

Çà áúðçî ïðåñìÿòàíå íà π ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà:

lim
n→∞

√√√√6
n∑
k=1

1

n2
= π.

Ïðèìåð 4.4 (Èíòåãðàë íà Îéëåð�Ïîàñîí) Äîêàæåòå ðàâåíñòâîòî∫ +∞

0
e−x

2

dx =

√
π

2
.

Ùå èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâîòî (1 + t)e−t < 1, êîåòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî t ∈ R. Ïîëàãàìå
t = ±x2 è ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâàòà

(1− x2)ex
2

< 1 è (1 + x2)e−x
2

< 1.

Îò ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

1− x2 < e−x
2

<
1

1 + x2
(47)

çà âñÿêî x > 0. Îò (47) ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

(1− x2)n < e−nx
2

, x ∈ (0, 1)(48)

è

e−nx
2

<
1

(1 + x2)n
, x ∈ (0,+∞).(49)

Èíòåãðèðàìå (48) è (49) è ïîëó÷àâàìå∫ 1

0
(1− x2)ndx <

∫ 1

0
e−nx

2

dx <
∫ +∞

0
e−nx

2

dx <
∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
.

Äà ïîëîæèì K =
∫ +∞

0
e−x

2

dx. Ñëåä ïîëàãàíå u =
√
nx ñëåäâà òúæäåñòâîòî

∫ +∞

0
e−nx

2

dx =

K√
n
. Ïîëàãàìå ïîñëåäîâàòåëíî x = cos t è x = cotgt è ïîëó÷àâàìå

∫ 1

0
(1− x2)ndx =

∫ π/2

0
sin2n+1 tdt =

(2n)!!

(2n+ 1)!!
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è ∫ +∞

0

dx

(1 + x2)n
=
∫ π/2

0
sin2n−2 tdt =

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
· π

2
.

Îò ïîñëåäíèòå äâå ðàâåíñòâà ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà

n

2n+ 1
· ((2n)!!)2

((2n− 1)!!)2 (2n+ 1)
< K2 <

n

2n− 1
· ((2n− 3)!!)2 (2n− 1)

((2n− 2)!!)2 ·
(
π

2

)2

.(50)

Ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä â (50), êàòî èçïîëçâàìå ãðàíèöàòà (45) ïîëó÷àâàìå K2 =
π

4
, ò.å.

ðàâåíñòâîòî (47).

Ôèãóðà 11: Simeon
Poisson

Ñèìåîí Ïîàñîí (1781 � 1840) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê è ôèçèê. Ïî-
àñîí å ñèí íà âîéíèê. Ïðèåò ïúðâè â êëàñèðàíåòî â Ecole Polytechnique
â Ïàðèæ îò ñàìîòî íà÷àëî ïðèâëè÷à âíèìàíèåòî íà ïðåïîäàâàòåëè-
òå ñè. Îùå ïðåç âòîðàòà ãîäèíà íà ñëåäâàíåòî ñè ïîáëèêóâà äâå íà-
ó÷íè ñòàòèè. Èçâåñòíèòå âå÷å ó÷åíè Ëàãðàíæ è Ëàïëàñ ãî ïðèåìàò
êàòî ïðèÿòåë. Áàùà ìó ãî âúçïèòàâà íà îìðàçà êúì àðèñòîêðàòèòå
è âÿðà â èäåèòå íà Ïúðâàòà Ðåïóáëèêà, íî Ïîàñîí íÿìà èíòåðåñè êúì
ïîëèòèêàòà è å êîíöåíòðèðàí ñàìî âúðõó ìàòåìàòèêàòà. Èçáðàí å
çà ÷ëåí íà êðàëñêîòî îáùåñòâî è íà Øâåäñêàòà êðàëñêà àêàäåìèÿ íà
íàóêèòå. Ðåâîëþöèÿòà ïðåç 1830 îòíåìà ïî÷åñòèòå, êîèòî Ïîàñîí
èìà. Â ïîñëåäñòâèå å âúçñòàíîâåí è ìó å ïðèñúäåíî íàé�âèñîêîòî
îòëè÷èå peer of France. Ïîàñîí å èçêëþ÷èòåëíî ïðîäóêòèâåí. Ïóá-
ëèêóâà íàä 300 íàó÷íè ñòàòèè. Çàíèìàâà ñå îñíîâíî â îáëàñòòà íà
ïðèëîæíàòà ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà.

4.2 Èíòåãðàëåí âèä íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð

Òåîðåìà 4.1 (Îáîáùåíà ôîðìóëà çà èíòåãèðàíå ïî ÷àñòè) Íåêà ôóíêöèèòå f, g : [a, b]→
R ñà íåïðåêúñíàòè çàåäíî ñ ó÷àñòâàùèòå âúâ ôîðìóëà (51) ïðîèçâîäíè. Òîãàâà å â ñèëà
ðàâåíñòâîòî:

∫ b

a
f(x)g(n+1)(x)dx =

n∑
k=0

(−1)kf (k)(x)g(n−k)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

+ (−1)n+1
∫ b

a
f (n+1)(x)g(x)dx.(51)

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè è ïîëó÷àâàìå ðàâåíñò-
âàòà ∫

f(x)g(n+1)(x)dx =
∫
f(x)dg(n)(x) = f(x)g(n)(x)−

∫
f (1)(x)g(n)(x)dx∫

f (1)(x)g(n)(x)dx =
∫
f (1)(x)dg(n−1)(x) = f (1)(x)g(n−1)(x)−

∫
f (2)(x)g(n−1)(x)dx
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∫
f (2)(x)g(n−1)(x)dx =

∫
f (2)(x)dg(n−2)(x) = f (2)(x)g(n−2)(x)−

∫
f (3)(x)g(n−2)(x)dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
f (k)(x)g(n−k+1)(x)dx =

∫
f (k)(x)dg(n−k)(x) = f (k)(x)g(n−k)(x)−

∫
f (k+1)(x)g(n−k)(x)dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∫
f (n)(x)g(1)(x)dx =

∫
f (n)(x)dg(x) = f (n)(x)g(x)−

∫
f (n+1)(x)g(x)dx.

Ñëåä óìíîæåíèå íà ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñ (−1)k, k = 0, 1, . . . , n è ïî÷ëåííîòî èì ñúáè-

ðàíå ïîëó÷àâàìå, ÷å
n∑
k=0

(−1)kf (k)(x)g(n−k)(x) å ïðèìèòèâíà íà ôóíêöèÿòà f(x)g(n+1)(x) −

(−1)n+1f (n+1)(x)g(x) è ñëåäîâàòåëíî

∫ b

a

(
f(x)g(n+1)(x)− (−1)n+1f (n+1)(x)g(x)

)
dx =

n∑
k=0

(−1)kf (k)(x)g(n−k)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

.

�

Òåîðåìà 4.2 Íåêà f èìà íåïðåêúñíàòè ïðîèçâîäíè äî ðåä n+ 1 â èíòåðâàëà ñ êðàèùà a
è x. Òîãàâà å âÿðíà ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñ îñòàòú÷åí ÷ëåí â èíòåãðàëåí âèä:

f(x) = f(a) +
n∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

∫ x

a
f (n+1)(t)(x− t)ndt(52)

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà g(t) = (x− t)n. Îò ðàâåíñòâîòî

g(k)(t) = ((x− t)n)(k) =


(−1)kn(n− 1) . . . (n− k + 1)(x− t)n−k, k ≤ n

0, k > n

è Òåîðåìà 4.1 ïðèëîæåíà çà ôóíêöèèòå f(x) è g(x) = (x− t)n ïîëó÷àâàìå

0 =
∫ x

a
f(t)g(n+1)(t)dt =

n∑
k=0

(−1)kf (k)(t) ((x− t)n)(n−k)

∣∣∣∣∣
x

a

+ (−1)n+1
∫ x

a
f (n+1)(x)g(x)dx.

Ñëåä ïðåîáðàçóâàíèÿ íàìèðàìå

0 = (−1)n+1

(
−n!f(x) + n!f (1)(a)(x− a) +

n!

2!
f (2)(a)(x− a)2

+
n!

3!
f (3)(a)(x− a)3 + · · ·+ n!

(n− 1)!
f (n−1)(a)(x− a)n−1 +

n!

n!
f (n)(a)(x− a)

+
∫ x

a
f (n+1)(x)g(x)dx

)
,
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êîåòî å ôîðìóëà (52). �

Ñ ïîìîùòà íà èíòåãðàëíàòà ôîðìà íà îñòàòúêà âúâ ôîðìóëàòà íà Òåéëîð ñå ïîëó-
÷àâàò äðóãèòå îñòàòú÷íè ÷ëåíîâå. Íàïðèìåð ñëåä ïðèëàãàíå íà Òåîðåìàòà çà ñðåäíèòå
ñòîéíîñòè ïîëó÷àâàìå

Rn(x) =
1

n!

∫ x

a
f (n+1)(t)(x− t)ndt =

f (n+1)(ξ)

n!

∫ x

a
(x− t)ndt =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

êîåòî å îñòàòú÷íèÿò ÷ëåí âúâ âèäà íà Ëàãðàíæ.

4.3 Òðàíñöåíäåíòíîñò íà ÷èñëîòî e

Îïðåäåëåíèå 4.1 Êàçâàìå, ÷å ðåàëíîòî ÷èñëî α å àëãåáðè÷íî, àêî å êîðåí íà ïîëèíîì
ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Àêî åäíî ÷èñëî íå å àëãåáðè÷íî, êàçâàìå ÷å òî å òàðíñöåíäåíòíî.

Âñÿêî ðàöèîíàëíî ÷èñëî
p

q
å àëãåáðè÷íî. Íàèñòèíà px− q = 0 èìà çà êîðåí ÷èñëîòî

p

q
. ×èñëîòî n

√
2 å àëãåáðè÷íî, çàùîòî å êîðåí íà xn − 2 = 0. ×èñëîòî

√
1 + 3
√

3 ñúùî å

àëãåáðè÷íî, çàùîòî å êîðåí íà x6 − 3x4 + 3x2 − 3 = 0.

Òåîðåìà 4.3 (Åðìèò) Íåïåðîâîòî ÷èñëîòî e å òðàíñöåíäåíòíî ÷èñëî.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà äîïóñíåì, ÷å ÷èñëîòî e å êîðåí íà íÿêîé ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè

c0 + c1e+ c2e
2 + c3e

3 + · · ·+ cme
m = 0.

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 4.1 ñ f � ïðîèçâîëåí ïîëèíîì îò ñòåïåí n è g(x) = (−1)n+1e−x è
ïîëó÷àâàìå

∫ b

0
f(x)e−xdx = −e−x

(
f(x) + f (1)(x) + f (2)(x) + · · ·+ f (n)(x)

) ∣∣∣∣∣
b

0

.(53)

Äà ïîëîæèì F (x) = f(x)+f (1)(x)+f (2)(x)+ · · ·++f (n)(x). Îò (53) ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

ebF (0) = F (b) + eb
∫ b

0
f(x)e−xdx.(54)

Çàìåñòâàìå b = 0, 1, 2, . . .m, óìíîæàâàìå ñ ci, ñúáèðàìå ïî÷ëåííî (54) è ïîëó÷àâàìå òúæ-
äåñòâîòî

0 =
m∑
i=0

ciF (i) +
m∑
i=0

cie
i
∫ i

0
f(x)e−xdx,(55)

êîåòî òðÿáâà äà áúäå â ñèëà çà âñåêè ïîëèíîì f .
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Äà èçáåðåì f(x) = xp−1(x−1)p(x−2)p...(x−m)p

(p−1)!
, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî, êîåòî å ïî�ãîëÿìî

îò m è |c0|. Êîåôèöèåíòèòå íà f (k) çà k ≥ p ñà öåëè ÷èñëà è ñå äåëÿò íà p. Ñëåäîâàòåëíî
çà âñÿêî öÿëî ÷èñëî s ïîëó÷àâàìå, ÷å f (k)(s) = j.p çà âñÿêî k ≥ p è f (k)(i) = 0 çà âñÿêî
k < p è âñÿêî i = 0, 1, 2, . . .m. Îò êàçàíîòî äî òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å F (i) ñà öåëè ÷èñëà,
êðàòíè íà p çà âñÿêî i = 1, 2, . . .m. Ðàâåíñòâîòî f (k)(0) å èçïúëíåíî ñàìî çà k ≤ p − 2 è
ñëåäîâàòåëíî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî F (0) =

∑p−2
k=0 f

(k)(0) +
∑∞
k=p−1 f

(k)(0) =
∑∞
k=p−1 f

(k)(0).

×èñëîòî F (0) íå ñå äåëè íà p, çàùîòî ñóìàòà
∑∞
k=p f

(k)(0) ñå äåëè íà p, íî ñúáèðàåìîòî

f (p−1)(0) = (−1)p (m!)p íå ñå äåëè íà p. Îò èçáîðà c0 äà íå ñå äåëè íà p ñëåäâà, ÷å ñóìàòà∑m
i=0 ciF (i) å öÿëî ÷èñëî, êîåòî íå ñå äåëè íà p è ñëåäîâàòåëíî

m∑
i=0

ciF (i) > 0.

Îò íåðàâåíñòâîòî |f(x)| < mmp+p−1

(p− 1)!
, êîåòî å èçïúëíåíî çà âñÿêî x ∈ [0,m] ïîëó÷àâàìå

íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∫ i

0
f(x)e−xdx

∣∣∣∣ < mmp+p−1

(p− 1)!

∫ i

0
e−xdx <

mmp+p−1

(p− 1)!

(
−e−t + 1

)
<
mmp+p−1

(p− 1)!
.

Äà îçíà÷èì C =
m∑
i=0

|ci|. Îò íåðàâåíñòâîòî

∣∣∣∣∣
m∑
i=0

cie
i
∫ i

0
f(x)e−xdx

∣∣∣∣∣ < Cem
mmp+p−1

(p− 1)!
= Cemmm (mm+1)

p−1

(p− 1)!
−→

p→ +∞
0

ñëåäâà, ÷å çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè p ñóìàòà â (55) íå ìîæå äà áúäå íóëà è äîñòèãíàõìå äî
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî e íå ìîæå äà áúäå êîðåí íà ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè. �

Ôèãóðà 12: Charles
Hermite

×àðëñ Åðìèò (1822 � 1901) å ôðåíñêè ìàòåìàòèê. Åðìèò ñå
ðàæäà ñ äåôîðìàöèÿ íà äåñíèÿ ñè êðàê. Åðìèò ìíîãî æåëàå äà ó÷è
â Ecole Polytechnique è ñå ïîäãîòâÿ öÿëà ãîäèíà ïðè Êàòàëàí çà ïðè-
åìíèòå èçïèòè. Èçäúðæà óñïåøíî èçïèòèòå è å ïðèåò çà ñòóäåíò.
Âòîðàòà ãîäèíà îò ñëåäâàíåòî ìó å îòêàçàíî äà ïðîäúëæè ïîðàäè
íåäúãà ñè. Ïî òîâà âðåìå Ecole Polytechnique å âîåííà àêàäåìèÿ. Êà-
òî äåòå Åðìèò ÷åòå íÿêîè îò òðóäîâåòå íà Ëàãðàíæ è Ãàóñ. Ïðåç
1842 ã. Åðìèò ïðàâè ïúðâèÿ ñè ïðèíîñ â ìàòåìàòèêàòà, êàòî äàâà
ïðîñòî äîêàçàòåëñòâî íà òâúðäåíèåòî íà Àáåë, ÷å íå å âúçìîæíî äà
ñå íàìåðè àëãåáðè÷åí èçðàç çà êîðåíèòå íà ïðîèçâîëåí ïîëèíîï îò ïå-
òà ñòåïåí. Åðìèò ñòàâà ÷ëåí íà àêàäåìèÿòà íà íàóêèòå è ñòàâà
ïðîôåñîð â Ecole Polytechnique.

Ëèíäåìàí (Lindemann) èçïîëçâà òåõíèêàòà íà Åðìèò ïðè äî-
êàçàòåëñòâîòî, ÷å π å òðàíñöåíäåíòíî ÷èñëî. Ïî òîçè íà÷èí òîé
ïúðâè óñòàíîâÿâà, ÷å çàäà÷àòà çà êâàäðàòóðàòà íà êðúãà å íåðàç-
ðåøèìà.
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5 Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë â ãåîìåòðèÿòà

5.1 Äúëæèíà íà êðèâà

Ôèãóðà 13: Äúëæèíà íà êðèâà

Íåêà êðèâàòà k å äåôèíèðàíà îò
ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R
è {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b]. Íà-
÷óïåíà ëèíèÿ îòãîâàðÿùà íà äåëåíè-
åòî {x} íàðè÷àìå êðèâàòà ñúñòàâåíà
îò îòñå÷êèòå ñ êðàèùà (xi−1, f(xi−1) è
(xi, f(xi)), i = 1, 2, . . . , n (Ôèãóðà 13).
Äúëæèíà íà íà÷óïåíàòà ëèíèÿ íàðè-
÷àíå ñóìàòà îò äúëæèíèòå íà ñúñòàâÿ-
ùèòå ÿ îòñå÷êè.

Îïðåäåëåíèå 5.1 Êàçâàìå, ÷å êðè-
âàòà ëèíèÿ k èìà äúëæèíà, àêî ìíî-
æåñòâîòî îò äúëæèíèòå íà âñè÷êè íà÷óïåíè ëèíèè ñ âúðõîâå âúðõó êðèâàòà k å îãðà-
íè÷åíî îòãîðå. Êðèâè êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò òîâà óñëîâèå íàðè÷àìå ðåêòèôèöåðóåìè
è èìàò äúëæèíà ðàâíà íà òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà îò äúëæèíèòå íà âñè÷êè íà÷óïåíè
ëèíèè ñ âúðõîâå âúðõó êðèâàòà k.

Ëåìà 5.1 Íåêà êðèâàòà k å äåôèíèðàíà îò ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R. Àêî
{y} å äðîáíî äåëåíèå íà äåëåíèåòî {x} íà èíòåðâàëà [a, b], òî äúëæèíàòà íà íà÷óïåíàòà
ëèíèÿ, êîåòî îòãîâàðÿ íà äåëåíèåòî {y} å ïî�ãîëÿìà îò äúëæèíàòà íà íà÷óïåíàòà
ëèíèÿ, êîÿòî îòãîâàðÿ íà äåëåíèåòî {x}

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî, êîãàòî äðîáíîòî äåëåíèå {y} ñå ïîëó÷àâà îò
{x} ñ äîáàâÿíåòî íà åäíà òî÷êà.

Íåêà {y} å ïîëó÷åíî ÷ðåç äîáàâÿíåòî íà òî÷êàòà y ∈ (xi−1, xi). Îò íåðàâåíñòâîòî íà
òðèúãúëíèêà

|`(xi−1,xi)| ≤ |`(xi−1,y)|+ |`(y,xi)|
ñëåäâà, ÷å |`x| ≤ |`y|.

Òåîðåìà 5.1 Àêî ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R èìà íåïðåêúñíàòà ïúðâà ïðîèçâîäíà, òîãàâà
êðèâàòà k, êîÿòî å îïðåäåëåíà îò (x, f(x)) å ðåêòèôèöåðóåìà è äúëæèíàòà �è å ðàâíà íà

|k| =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà äà ðàçãëåäàìå êðèâàòà k, îïðåäåëåíà ñ (x, f(x)). Íåêà {x} å ïðîèç-
âîëíî äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b]. Äà ðàçãëåäàìå íà÷óïåíàòà ëèíèÿ `x ñ âúðõîâå â òî÷êèòå
(xi, f(xi)). Çà äúëæèíàòà íà âñÿêà îò ñúñòàâÿùèòå îòñå÷êè å â ñèëà ðàâåíñòâîòî (Ôèã. 14)

|`∆xi
| =

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1)2.
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Ôèãóðà 14: Äúëæèíà íà `∆xi

Ñïîðåä Òåîðåìàòà íà Ëàãðàíæ ñúùåñòâóâàò ξi ∈ (xi−1, xi), òàêà ÷å äúëæèíàòà íà íà÷óïå-
íàòà ëèíèÿ `x å ðàâíà íà

|`x| =
n∑
i=1

√
(xi − xi−1)2 + (f(xi)− f(xi−1)2

=
n∑
i=1

(xi − xi−1)

√√√√1 +

(
f(xi)− f(xi−1)

xi − xi−1

)2


=
n∑
i=1

√
1 + (f ′(ξi))

2.∆xi .

(56)

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f
′
ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M , òàêà ÷å |f ′(x)| ≤ M çà

âñÿêî x ∈ [a, b]. Îò ðàâåíñòâîòî (56) ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

|`x| ≤
n∑
i=1

√
1 +M2.∆xi =

√
1 +M2(b− a)

è ñëåäîâàòåëíî ìíîæåñòâîòî îò äúëæèíèòå íà âñè÷êè íà÷óïåíè ëèíèè ñ âúðõîâå âúðõó
êðèâàòà k å îãðàíè÷åíî è ñúãëàñíî Îïðåäåëåíèå 5.1 êðèâàòà k å ðåêòèôèöåðóåìà.

Îò Îïðåäåëåíèå 5.1 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà äåëåíèå {x}, òàêà ÷å |k| −
|`x| <

ε

2
. Îò èíòåãðóåìîñòòà íà ôóíêöèÿòà

√
1 + (f ′)2 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà

δ > 0, òàêà ÷å çà âñÿêî äåëåíèå {y} ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî∣∣∣∣∣σ
(√

1 + (f ′)2, {y}, {ξ}
)
−
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx

∣∣∣∣∣ < ε

2
.

Íåêà äà äîáàâèì, êîëêîòî å íåîáõîäèìî òî÷êè êúì äåëåíèåòî {x}, òàêà ÷å íîâîïîëó÷å-
íîòî äåëåíèå {y} äà áúäå ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ. Îò÷èòàéêè Ëåìà 5.1 ïîëó÷àâàìå

íåðàâåíñòâîòî |k| − `y ≤ |k| − `x <
ε

2
. Òîãàâà îò íåðàâåíñòâàòà∣∣∣∣∣|k| −

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx

∣∣∣∣∣ ≤ ||k| − |`y||+
∣∣∣∣∣|`y| −

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx

∣∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε

111



è îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà ε > 0 ñëåäâà, ÷å |k| =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx. �

Ïðèìåð 5.1 Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà êðèâàòà f(x) = ex, [a, b].

Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.1 è ïîëó÷àâàìå

|k| =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx =

∫ b

a

√
1 + e2xdx

=

√1 + e2x +
ln
(√

1 + e2x − 1
)

2
−

ln
(√

1 + e2x + 1
)

2

∣∣∣∣∣∣
b

a

=
√

1 + e2b −
√

1 + e2b + ln


√√√√√1 + e2b − 1√

1 + e2b + 1

− ln


√√√√√1 + e2a − 1√

1 + e2a + 1

 .
Ïðèìåð 5.2 Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ïàðàáîëàòà f(x) = px2, p > 0, x ∈ [a, b].

Ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.1 èìàìå

|k| =
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx =

∫ b

a

√
1 + 4p2x2dx

=

x√1 + 4p2x2

2
+

ln
(
2px+

√
1 + 4p2x2

)
4p

∣∣∣∣∣∣
b

a

=
b
√

1 + 4p2b2 − a
√

1 + 4p2a2

2
+ ln

 4p

√√√√ 2pb+
√

1 + 4p2b2

2pa+
√

1 + 4p2a2

 .
Ïðèìåð 5.3 Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ r.

Äà ðàçãëåäàìå îêðúæíîñò ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäèóñ r. Äúëæèíàòà
íà ÷àñòòà îò îêðúæíîñòòà íàìèðàùà ñå â ïúðâè êâàäðàíò å åäíà ÷åòâúðò îò äúëæèíàòà
íà öÿëàòà îêðúæíîñò. Ôóíêöèÿòà, êîÿòî çàäàâà ÷àñòòà îò îêðúæíîñòòà, íàìèðàùà ñå â
ïúðâè êâàäðàíò å f(x) =

√
r2 − x2 : [0, r] → R. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 5.1 è çà ïðåñìÿòàíåòî

íà èíòåãðàëà èçïîëçâàìå ñóáñòèòóöèÿòà x = r sin t

|k| =
∫ r

0

√
1 + (f ′(x))2dx =

∫ r

0

√
1 +

x2

r2 − x2
dx = r

∫ r

0

dx√
r2 − x2

= r
∫ π/2

0

r cos t√
r2(1− sin2 t)

dt = r
∫ π/2

0

r cos t

r| cos t|
dt = r

∫ π/2

0
dt =

rπ

2
.

Ñëåäîâàòåëíî äúëæèíàòà íà êðúãà å ðàâíà íà 4|k| = 2πr.
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Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò êðèâàòà y2 = x3 çàêëþ÷åíà ìåæäó ïðåñå÷íèòå òî÷êè

ñ ïðàâàòà x =
4

3
.

2) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò êðèâàòà y = ln(cosx), x ∈ [0, π/4].

3) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò êðèâàòà y = ln
(
ex + 1

ex − 1

)
, x ∈ [a, b].

4) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà ÷àñòòà îò êðèâàòà y =
x2

4
− lnx

2
, x ∈ [1, 2].

5) Íàìåðåòå äúëæèíàòà íà êðèâàòà x2/3 + y2/3 = a2/3.

5.2 Ëèöå íà êðèâîëèíååí òðàïåö

Îïðåäåëåíèå 5.2 Ìíîãîúãúëíà ôèãóðà â ðàâíèíàòà íàðè÷àìå ôèãóðà, êîÿòî ñå ñúñòîè
îò êðàåí áðîé îãðàíè÷åíè ìíîãîúãúëíèöè.

Ôèãóðà 15: Âïèñàí è
îïèñàí ìíîãîúãúëíèê

Âñÿêà ìíîãîúãúëíà ôèãóðà P ìîæå äà ñå ðàçáèå íà êðàåí
áðîé òðèúãúëíèöè è ñóìàòà îò ëèöàòà íà òåçè òðèúãúëíèöè å ëè-
öåòî µ(P ) íà ìíîãîúãúëíàòà ôèãóðà.

Îïðåäåëåíèå 5.3 Êàçâàìå, ÷å ìíîãîúãúëíàòà ôèãóðà P å âïè-
ñàíà âúâ ôèãóðàòà F , àêî P ⊆ F . Êàçâàìå, ÷å ìíîãîúãúëíàòà
ôèãóðà Q å îïèñàíà îêîëî ôèãóðàòà F , àêî Q ⊇ F (Ôèã. 15).

Íåêà F å ïðîèçâîëíà îãðàíè÷åíà ðàâíèííà ôèãóðà (îãðà-
íè÷åíà ðàâíèííà ôèãóðà íàðè÷àìå ôèãóðà, êîÿòî ñå ñúäúðæà
â íÿêîé êâàäðàò). Ñúùåñòâóâàò òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà µ∗(F ) =
sup{µ(P ) : P ⊆ F} è òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà µ∗(F ) = sup{µ(P ) :
P ⊆ F}, çàùîòî F å îãðàíè÷åíà è ëèöåòî íà âñÿêà âïèñàíà ôèãóðà
å ïî ìàëêî îò ëèöåòî íà âñÿêà îïèñàíà ôèãóðà

Îïðåäåëåíèå 5.4 Êàçâàìå, ÷å ðàâíèííàòà ôèãóðà F å èçìåðèìà, àêî µ∗(F ) = µ∗(F ).
×èñëîòî µ(F ) = µ∗(F ) = µ∗(F ) íàðè÷àìå ëèöå íà F .

Òåîðåìà 5.2 Ðàâíèííàòà ôèãóðà F å èçìåðèìà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâàò îïèñàíà ìíîãîúãúëíà ôèãóðà Q è âïèñàíà ìíîãîúãúëíà ôèãóðà P ,
òàêèâà ÷å

µ(Q)− µ(P ) < ε.(57)

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà F å èçìåðèìà. Ñëåäîâàòåëíî µ(F ) = µ∗(F ) = µ∗(F ). Îò äåôèíè-
öèÿòà íà µ∗ è µ

∗ ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâàò Q ⊇ F è P ⊆ F , òàêà ÷å

µ− ε

2
= µ∗ −

ε

2
< µ(P ) ≤ µ∗ = µ∗ ≤ µ∗(Q) < µ∗ +

ε

2
= µ+

ε

2
.
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Íåêà å èçïúëíåíî óñëîâèåòî (57). Îò íåðàâåíñòâàòà

µ(P ) ≤ µ∗ ≤ µ∗ ≤ µ(Q)

ñëåäâàò íåðàâåíñòâàòà
0 ≤ µ∗ − µ∗ ≤ µ(Q)− µ(P ) < ε.

Îò ïðîèçâîëíèÿ èçáîð íà ε > 0 ñëåäàâà µ∗ = µ∗. �

Ñëåäñòâèå 5.1 Ðàâíèííàòà ôèãóðà F å èçìåðèìà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî
ε > 0 ñúùåñòâóâàò îïèñàíà èçìåðèìà ôèãóðà Q è âïèñàíà èçìåðèìà ôèãóðà P , òàêèâà
÷å

µ(Q)− µ(P ) < ε.(58)

Îïðåäåëåíèå 5.5 Êðèâîëèíååí òðàïåö íàðè÷àìå ôèãóðà, êîÿòî å çàãðàäåíà îò ãðàôè-
êàòà íà íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ f : [a, b] → [0,+∞), ïðàâèòå x = a, x = b è ïðàâàòà
y = 0.

Òåîðåìà 5.3 Êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö å èçìåðèìà ôèãóðà è èìà ëèöå ðàâíî íà

S =
∫ b

a
f(x)dx.(59)

Äîêàçàòåëñòâî: Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà èíòåãðàëúò
(59). Çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà äåëåíèå {x} íà ñåãìåíòà [a, b], òàêà ÷å

S(f, {x})− s(f, {x}) < ε.

Äà îçíà÷èì êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö ñ F . Ïî äåôèíèöèÿ S(f, {x}) è s(f, {x}) ñà ðàâíè íà
ëèöàòà íà äâå ìíîãîúãúëíè ôèãóðè, òàêèâà ÷å åäíàòà ñúäúðæà ôèãóðàòà F , à äðóãàòà
ñå ñúäúðæà âúâ ôèãóðàòà F . Ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.2 ôèãóðàòà F å èçìåðèìà è èìà ëèöå,
ïðåäñòàâåíî ñ (59). �

Ïðèìåð 5.4 Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà åëèïñàòà k :
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Ëèöåòî íà åëèïñàòà k å ðàâíî íà ÷åòèðè ïúòè ëèöåòî íà ÷àñòòà îò åëèïñàòà k, êîÿòî
ñå íàìèðà â ïúðâè êâàäðàíò. ×àñòòà îò k, êîÿòî ñå íàìèðà â ïúðâè êâàäðàíò å êðèâîëèíååí

òðàïåö, êîéòî å îãðàíè÷åí îò êðèâàòà y =
b

a

√
a2 − x2, x ∈ [0, a]. Ïðåñìÿòàìå

µ(k) = 4
∫ a

0

b

a

√
a2 − x2dx = 4

(
ab

2
arcsin

(
x

a

)
+
bx
√
a2 − x2

2a

)∣∣∣∣∣
a

0

= abπ.
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Ñëåäñòâèå 5.2 Àêî ôèãóðàòà A å îãðàíè÷åíà îò íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèèòå g(x) ≤
f(x) è ïðàâèòå x = a, x = b, òî òÿ å èçìåðèìà è èìà ëèöå

S =
∫ b

a
(f(x)− g(x))dx.(60)

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ, êîãàòî 0 ≤ g(x) ≤ f(x) çà âñÿêî x ∈ [a, b].
Äà îçíà÷èì ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèòå òðàïåöè îïðåäåëåíè ñúîòâåòíî îò f è g ñ F è G.
Îò ðàâåíñòâîòî µ(A) = µ(F )− µ(G) è Òåîðåìà 5.3 ïîëó÷àâàìå ôîðìóëà (60).

Ôèãóðà 16: Ôèãóðàòà
F çàãðàäåíà îò ïàðà-
áîëèòå y2 = 2px è x2 =
2py

Àêî ñúùåñòâóâà x0, òàêà ÷å g(x0) < 0, òî ðàçãëåæäàìå ôóí-
êöèèòå 0 ≤ g1(x) = g(x) + C ≤ f1(x) = f(x) + C, êúäåòî C å êîí-
ñòàíòàòà, ÷èåòî ñúùåñòâàâàíå ñå ãàðàíòèðà îò íåïðåêúñíàòîñòòà
íà g. Ôèãóðàòà çàãðàäåíà îò f1 è g1 å åäíàêâà ñ ôèãóðàòà A è
ñëåäîâàòåëíî

µ(A) =
∫ b

a
(f1(x)− g1(x))dx =

∫ b

a
(f(x)− g(x))dx.

�

Ïðèìåð 5.5 Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà F çàãðàäåíà îò
ïàðàáîëèòå y2 = 2px, x2 = 2py.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ôèãóðàòà F å çàãðàäåíà îò êðèâèòå

0 ≤ x2

2p
≤
√

2px, x ∈ [0, 2p] (Ôèã. 16). Ïðåñìÿòàìå

µ(F ) =
∫ 2p

0

(√
2px− x2

2p

)
dx =

(
2

3

√
2px3 − x3

6p

)∣∣∣∣∣
2p

0

=
8p2

3
.

Ñëåäñòâèå 5.3 Íåêà ôèãóðàòà A å îãðàíè÷åíà îò íåïðåêúñíàòèòå ôóíêöèèòå g(x), f(x)
è ïðàâèòå x = a, x = b. Àêî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé òî÷êè {xi}, òàêà ÷å f(xi) = g(xi),
òî A å èçìåðèìà ôèãóðà è èìà ëèöå

S =
∫ b

a
|f(x)− g(x)| dx.(61)

Äîêàçàòåëñòâî: Ðàçäåëÿìå èíòåðâàëà [a, b] íà êðàåí áðîé èíòåðâàëè a = x0 < x1 < x2 <
. . . < xn−1 < xn = b. Âúâ âñåêè åäèí îò èíòåðâàëèòå [xn−1, xn] å èçïúëíåíî èëè íåðàâåíñ-
òâîòî g(x) ≤ f(x), èëè íåðàâåíñòâîòî f(x) ≤ g(x). Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 5.2 ôèãóðàòà A å
èçìåðèìà è å â ñèëà ôîðìóëà (61). �

Ïðèìåð 5.6 Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà F çàãðàäåíà îò ôóíêöèèòå f(x) = sinx,
g(x) = cos(x) è ïðàâèòå x = 0, x = 2π.
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Îïðåäåëÿìå çíàöèòå íà ôóíêöèÿòà sinx− cosx è ïîó÷àâàìå

| sinx− cosx| =


cosx− sinx, x ∈

[
0,
π

4

]⋃ [5π

4
, 2π

]

sinx− cosx, x ∈
[
π

4
,
5π

4

]
.

Ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî íà ôèãóðàòà F å ðàâíî íà

µ(F ) =
∫ 2π

0
| sinx− cosx|dx

=
∫ π/4

0
(cosx− sinx)dx+

∫ 5π/4

π/4
(sinx− cosx)dx+

∫ 2π

5π/4
(cosx− sinx)dx

= (sinx+ cosx)
∣∣∣∣π/4
0

+ (− cosx− sinx)
∣∣∣∣5π/4
π/4

+ (sinx+ cosx)
∣∣∣∣2π
5π/4

= 4
√

2.

Ñëåäñòâèå 5.4 Íåêà ôèãóðàòà F å êðèâîëèíååí òðàïåö. Àêî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé
òî÷êè {xi}, òàêà ÷å f(xi) = 0, òî F å èçìåðèìà ôèãóðà è èìà ëèöå ðàâíî íà

S =
∫ b

a
|f(x)| dx.(62)

Äîêàçàòåëñòâî: Ïðèëàãàìå Ñëåäñòâèå 5.3 çà f è g(x) ≡ 0 è ïîëó÷àâàìå (62). �

Àêî ïîëîæèì b = a â Ïðèìåð 5.4 ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà çà ëèöå íà êðúã µ(k) = a2π
ñ ðàäèóñ a.

Ïðèìåð 5.7 Ïðåñìåòíåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà F , çàãðàäåíà îò ôóíêöèÿòà f(x) =
x(x2 − 1) è ïðàâàòà y = 0.

Ôèãóðàòà F å çàãðàäåíà îò f(x), y = 0 è x ∈ [−1, 1]. Îïðåäåëÿìå çíàöèòå íà ôóíê-
öèÿòà f â èíòåðâàëà [−1, 1] è ïîó÷àâàìå

|f(x)| =


x(x2 − 1), x ∈ [−1, 0]

x(1− x2), x ∈ [0, 1] .

Ñëåäîâàòåëíî ëèöåòî íà ôèãóðàòà F å

µ(F ) =
∫ 1

−1
|x(x2 − 1)|dx =

∫ 0

−1
(x3 − x)dx+

∫ 1

0
(x− x3)dx

=

(
x4

4
− x2

2

) ∣∣∣∣∣∣
0

−1

+

(
x2

2
− x4

4

) ∣∣∣∣∣∣
1

0

=
1

2
.
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Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâèòå f(x) = 2x, g(x) = 2x−x2 è ïðàâèòå
x = 0, x = 2.
2) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò ïàðàáîëèòå f(x) = 2x2, g(x) = 1− 3x2.

3) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâèòå f(x) =
x2

4
, g(x) =

8

x2 + 4
.

4) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò ïàðàáîëàòà f(x) = x2 + 1 è ïðàâàòà g(x) =
3− x.
5) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïúðâè êâàäðàíò è å çàãðàäåíà îò
êðèâèòå x2 + y2 = 3a2, x2 = 2ay è y2 = 2ax, a > 0.
6) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, êîÿòî ñå íàìèðà â ïúðâè êâàäðàíò è å çàãðàäåíà îò
êðèâèòå x2 + y2 = 5, x2 = 4y è y2 = 4x, a > 0.
7) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòà f(x) = cosx è ïðàâèòå y = x + 1,
y = 0.
8) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòà y2 = x3 − x2 è ïðàâàòà x = 2.
9) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòà x3 = (y − x)2 è ïðàâàòà x = 1.
10) Íàìåðåòå ëèöåòî íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà îò êðèâàòà y2 = x(x− 12).

5.3 Îáåì íà ðîòàöèîííî òÿëî

Îïðåäåëåíèå 5.6 Ìíîãîúãúëíî òÿëî ñå íàðè÷à îáåäèíåíèåòî íà êðàåí áðîé îãðàíè÷åíè
ìíîãîñòåíè.

Èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî µ(P ) çà îáåì íà ìíîãîúãúëíîòî òÿëî P .

Îïðåäåëåíèå 5.7 Êàçâàìå, ÷å ìíîãîúãúëíîòî òÿëî P å âïèñàíà â òÿëîòî F , àêî P ⊆ F .
Êàçâàìå, ÷å ìíîãîúãúëíîòî òÿëî Q å îïèñàíà îêîëî òÿëîòî F , àêî Q ⊇ F .

Íåêà F å ïðîèçâîëíî îãðàíè÷åíî òÿëî (òÿëîòî F ñå íàðè÷à îãðàíè÷åíî, àêî ñå ñúäúð-
æà â ïðàâîúãúëåí ïàðàëåëåïèïåä). Ñúùåñòâóâàò òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà µ∗(F ) = sup{µ(P ) :
P ⊆ F} è òî÷íàòà äîëíà ãðàíèöà µ∗(F ) = inf{µ(P ) : P ⊆ F}, çàùîòî F å îãðàíè÷åíî è
îáåìúò íà âñÿêî âïèñàíî òÿëî å ïî�ìàëêúê îò îáåìà íà âñÿêî îïèñàíî òÿëî

Îïðåäåëåíèå 5.8 Êàçâàìå, ÷å òÿëîòî F å èçìåðèìî àêî µ∗(F ) = µ∗(F ). ×èñëîòî µ(F ) =
µ∗(F ) = µ∗(F ) íàðè÷àìå îáåì íà F .

Òåîðåìà 5.4 Òÿëîòî F å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñ-
òâóâàò ìíîãîñòåííè òåëà P ⊂ F è Q ⊃ F , òàêà ÷å µ(Q)− µ(P ) < ε.

Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.2.
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Òåîðåìà 5.5 Òÿëîòî F å èçìåðèìî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñ-
òâóâàò èçìåðèìè òåëà P ⊂ F è Q ⊃ F , òàêà ÷å µ(Q)− µ(P ) < ε.

Òåîðåìà 5.6 Íåêà f : [a, b]→ R å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ. Òÿëîòî F , êîåòî ñå ïîëó÷àâà

ïðè çàâúðòàíåòî íà f îêîëî îñòà Ox, å èçìåðèìî è èìà îáåì V (F ) = π
∫ b

a
f 2(x)dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèåòî {x} íà èíòåðâàëà [a, b] è äà îçíà÷èì mi =
inf{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]} è Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}. Ðàçãëåæäàìå ïðàâîúãúëíèöèòå ñ
âèñî÷èíà mi è Mi çà èíòåðâàëà [xi−1, xi]. Ïðè çàâúðòàíåòî íà f îêîëî Ox ïîëó÷àâàìå äâå
èçìåðèìè òåëà P ⊆ F ⊆ Q. Îò ðàâåíñòâàòà

µ(P ) = π
n∑
i=1

m2
i∆xi, µ(Q) = π

n∑
i=1

M2
i ∆xi

ñëåäâà, ÷å îáåìèòå íà P è Q ñà ãîëÿìàòà è ìàëêàòà ñóìà çà ôóíêöèÿòà g(x) = πf 2(x). Îò
èíòåãðóåìîñòòà íà πf 2 ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà äåëåíèå, òàêà ÷å S(g)−s(g) < ε

è ñïîðåä Òåîðåìà 5.5 òÿëîòî F å èçìåðèìî è èìà îáåì V (F ) = π
∫ b

a
f 2(x)dx. �

Ïðèìåð 5.8 Íàìåðåòå îáåìà íà êúëáî ñ ðàäèóñ r.

Äà ðàçãëåäàìå ïîëóîêðúæíîñòòà f(x) =
√
r2 − x2, x ∈ [−r, r]. Êúëáî ñ ðàäèóñ r

ñå ïîëó÷àâà ñëåä çàâúðòàíå îêîëî îñòà Ox íà êðèâàòà f . Ñïîðåä Òåîðåìà 5.6 îáåìúò íà
ïîëó÷åíîòî òÿëî å ðàâåí íà

V = π
∫ r

−r
f 2(x)dx = π

∫ r

−r
(r2 − x2)dx = π

(
r2x− x3

3

)∣∣∣∣∣
r

−r
= π

(
2r3 − ∂2r33

)
=

4

3
πr3.

Ñëåäñòâèå 5.5 Íåêà f, g : [a, b]→ R ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè è 0 ≤ f(x) ≤ g(x). Òÿëîòî
F , êîåòî ñå ïîëó÷àâà ïðè çàâúðòàíåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, îïðåäåëåí îò f , g, x = a

è x = b îêîëî îñòà Ox, å èçìåðèìî è èìà îáåì V (F ) = π
∫ b

a

(
g2(x)− f 2(x)

)
dx.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå 5.5 å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèå
5.2.

Ïðèìåð 5.9 Íàìåðåòå îáåìèòå íà òåëàòà ïîëó÷åíè ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòà Ox èëè
Oy íà ôèãóðàòà çàãðàäåíà òî êðèâèòå f(x) = x2 è g(x) = 2

√
2x.

Ðåøåíèÿòà (0, 0) è (2, 4) íà ñèñòåìàòà∣∣∣∣∣∣∣
y = x2

y2 = 2
√

2x
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ñà êîîðäèíàòèòå íà ïðåñå÷íèòå òî÷êè íà êðèâèòå f è g. Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 5.5 îáåìúò
ïðè ðîòàöèÿ îêîëî Ox å ðàâåí íà

Vx = π
∫ 2

0

(
8x− x4

)
dx = π

(
4x2 − x5

5

)∣∣∣∣∣
2

0

=
48

5
π

è îáåìúò ïðè ðîòàöèÿ îêîëî Oy å ðàâåí íà

Vy = π
∫ 4

0

(
y − y4

64

)2

dy = π

(
y2

2
− y5

320

)∣∣∣∣∣
4

0

=
24

5
π.

Íåêà òÿëîòî F ñå ïîëó÷àâà ïðè ðîòàöèÿòà íà ôèãóðàòà A, êîÿòî å îãðàíè÷åíà îò
ôóíêöèèòå g(x), f(x) è ïðàâèòå x = a, x = b. Àêî ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé òî÷êè {xi}, òàêà
÷å f(xi) = g(xi), òî àíàëîãè÷íî íà Ñëåäñòâèå 5.3 çà îáåìà íà F ñå ïîëó÷àâà ôîðìóëàòà

V (F ) = π
∫ b

a

∣∣∣g2(x)− f 2(x)
∣∣∣ dx.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå îáåìà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò f(x) = x2, x = 0, x = p.
2) Íàìåðåòå îáåìà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò f(x) = ex, x = −1, x = 1.
3) Íàìåðåòå îáåìà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò f(x) = sinx, x = 0, x = 2π.
4) Íàìåðåòå îáåìà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò f(x) = x2 + x+ 1, g(x) = x+ 1.
5) Íàìåðåòå îáåìà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòòà Ox íà ôèãóðàòà, çàãðàäåíà
îò f(x) = sinx, cosx x = 0, x = 2π.

5.4 Îêîëíà ïîâúðõíèíà íà ðîòàöèîííî òÿëî

Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà f : [a, b]→ R, êîÿòî èìà íåïðåêúñíàòà ïúðâà ïðîèçâîäíà. Íåêà
ðàçãëåäàìå òÿëîòî F , ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ íà êðèâàòà f îêîëî îñòà Ox. Êàçâàìå, ÷å
òÿëîòî F èìà îêîëíà ïîâúðõíèíà, àêî ñúâêóïíîñòòà îò ëèöàòà íà îêîëíèòå ïîâúðõíèíè
íà âñè÷êè ðîòàöèîííè ôèãóðè, êîèòî ñà ïîëó÷åíè ïðè ðîòàöèÿòà íà âñÿêà íà÷óïåíà ëèíèÿ
ñ âúðõîâå âúðõó f îêîëî îñòòà Ox å îãðàíè÷åíî îòãîðå. Òî÷íàòà ãîðíà ãðàíèöà íà òåçè ëèöà
íàðè÷àìå îêîëíà ïîâúðõíèíà íà F . Àíàëîãè÷íî íà òâúðäåíèÿòà çà ðåêòèôåöåðóåìè êðèâè
ïîëó÷àâàìå, ÷å äîáàâÿíåòî íà âúçëè óâåëè÷àâà îêîëíàòà ïîâúðõíèíà è àêî ôóíêöèÿòà f
å íåïðåêúñíàòà, òî ìíîæåñòâîòî îò ëèöà å îãðàíè÷åíî îòãîðå. Â ñèëà å ðåçóëòàò, êîéòî ñå
äîêàçâà àíàëîãè÷íî íà Òåîðåìà 5.1.
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Òåîðåìà 5.7 Íåêà f : [a, b] → R èìà íåïðåêúñíàòà ïúðâà ïðîèçâîäíà. Òÿëîòî F , ïîëó-
÷åíî ïðè ðîòàöèÿ òà êðèâàòà f îêîëî îñòà Ox èìà îêîëíà ïîâúðõíèíà

S(F ) = 2π
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà {x} å äåëåíèå íà èíòåðâàëà [a, b]. Ðàçãëåæäàìå íà÷óïåíàòà ëèíèÿ
` = {`i}, ñúñòîÿùà ñå îò îòñå÷êèòå `i ñ êðàèùà (xi−1, f(xi−1) è (xi, f(xi)). Îêîëíàòà ïî-
âúðõíèíà íà òÿëîòî, ïîëó÷åíî ïðè çàâúðòàíå íà îòñå÷êàòà `i îêîëî îñòà Ox å ðàâíà íà

2π
f(xi) + f(xi−1)

2
|`i|, êúäåòî ñ |`i| ñìå îçíà÷èëè äúëæèíàòà íà îòñå÷êàòà `i. Ïëîùòà íà

òÿëîòî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿòà íà íà÷óïåíàòà ëèíèÿ ` å ðàâíà íà

2π
n∑
i=1

f(xi) + f(xi−1)

2
|`i| = 2π

n∑
i=1

f(xi−1)|`i|+ π
n∑
i=1

(f(xi) + f(xi−1))|`i|.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å f å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b].
Òîãàâà çà âñÿêîε > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å |f(x) − f(y)| < ε çà âñåêè x, y ∈ [a, b],
òàêèâà ÷å |x− y| < δ. Òîãàâà àêî èçáåðåì äåëåíèåòî {x} äà áúäå ñ äèàìåòúð ïî�ìàëàê îò
δ ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣π

n∑
i=1

(f(xi) + f(xi−1))|`i|
∣∣∣∣∣ = π

n∑
i=1

|f(xi) + f(xi−1)||`i| < επ
n∑
i=1

|`i| = επ|`|.

Ñëåäîâàòåëíî ãîðíàòà ñóìà êëîíè êúì íóëà, êîãàòî äèàìåòúðúò íà äåëåíèåòî {x} êëîíè
êúì íóëà.

Íåêà îçíà÷èì |si| äúëæèíàòà íà ó÷àñòúêà íà êðèâàòà f , çàêëþ÷åíà ìåæäó òî÷êèòå
(xi−1, f(xi−1) è (xi, f(xi)). Òîãàâà

2π
n∑
i=1

f(xi−1)|`i| = 2π
n∑
i=1

f(xi−1)|si| − 2π
n∑
i=1

f(xi−1)||si| − |`i||.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà M , òàêà ÷å |f(xi)| ≤ M çà âñÿêî i =
1, 2, . . . n. Òîãàâà∣∣∣∣∣2π

n∑
i=1

f(xi−1)||si| − |`i||
∣∣∣∣∣ ≤ 2πM

n∑
i=1

||si| − |`i|| = 2πM

(
n∑
i=1

|si| −
n∑
i=1

|`i|
)
.

Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà ôóíêöèÿòà f ñëåäâà, ÷å
∑n
i=1 |si|−

∑n
i=1 |`i| êëîíè êúì íóëà, êîãàòî

äèàìåòúðúò íà äåëåíèåòî {x} êëîíè êúì íóëà.
Îò (56) ïîëó÷àâàìå, ÷å ñúùåñòâóâàò ξ ∈ [xi−1, xi], òàêà ÷å

2π
n∑
i=1

f(xi−1)|si| = 2π
n∑
i=1

f(xi−1)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i

= 2π
n∑
i=1

f(ξi)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i + 2π

n∑
i=1

f(xi−1 − ξi)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i,
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êúäåòî ∆i = xi − xi−1.
Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà f ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî ε ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêà ÷å |f(xi−1)−

f(ξi)| < ε çà âñÿêî äåëåíèå ñ äèàìåòúð ïî�ìàëúê îò δ. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣2π
n∑
i=1

f(xi−1 − ξi)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i

∣∣∣∣∣ ≤ 2πε
n∑
i=1

√
1 + (f ′(ξi))

2.∆i < Cε
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx.

Ñëåäîâàòåëíî ñóìàòà 2π
n∑
i=1

f(xi−1−ξi)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i êëîíè êúì íóëà ïðè äèàìåòúð

íà äåëåíèåòî {x}, êëîíÿù êúì íóëà.

Ïðè äèàìåòúð íà äåëåíèåòî {x}, êëîíÿù êúì íóëà ñóìàòà 2π
n∑
i=1

f(ξi)
√

1 + (f ′(ξi))
2.∆i

êëîíè êúì èíòåãðàëà 2π
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx. �

Ïðèìåð 5.10 Îïðåäåëåòå îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà êúëáî ñ ðàäèóñ r.

Êúëáî ñ ðàäèóñ r ñå ïîëó÷àâà ïðè ðîòàöèÿ íà êðèâàòà f(x) =
√
r2 − x2 : [−r, r]→ R

îêîëî îñòà Ox. Ñïîðåä Òåîðåìà 5.7 îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà ïîëó÷åíîòî òÿëî å

S(f) = 2π
∫ r

−r
f(x)

√
1 +

((√
r2 − x2

)′)
dx = 2πr

∫ r

−r
dx = 2πr2.

Çàäà÷è:

1) Íàìåðåòå îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòà Ox íà ôèãó-
ðàòà, çàãðàäåíà îò f(x) = x2, x = 0, x = p.
2) Íàìåðåòå îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòà Ox íà ôèãó-
ðàòà, çàãðàäåíà îò f(x) = ex, x = −1, x = 1.
3) Íàìåðåòå îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ îêîëî îñòà Ox íà ôèãó-
ðàòà, çàãðàäåíà îò f(x) = sinx, x = 0, x = 2π.
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6 Ïðèëîæåíèå íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë âúâ ôèçèêàòà

Ïðåäè äà èëþñòðèðàìå ïðèëîæåíèåòî íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë âúâ ôèçèêàòà ùå
îáÿñíèì îáùàòà ñõåìà çà èçâåæäàíå íà çàêîíè ñ èçïîëçâàíåòî íà îïðåäåëåí èíòåãðàë. Äà
ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà êîíñòàíòàòà Q, êîÿòî å ñâúðçàíà ïðîìåíëèâà îò
èíòåðâàëà [a, b]. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çà èíòåðâàëà [α, β] ⊂ [a, b] îòãîâàðÿ ÷àñò îò ñòîéíîñò-
òà íà Q, êîÿòî äà îçíà÷èì ñ Q([α, β]), òàêà ÷å íà âñÿêî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b]
ñúîòâåòñòâà ðàçëàãàíå íà ñòîéíîñòòà íà Q. Äà íàëîæèì èçèñêâàíåòî çà àäèòèâíîñò íà
ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà Q, ò.å. àêî a ≤ α ≤ γ ≤ β ≤ b, òî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî
Q([α, β]) = Q([α, γ]) +Q([γ, β]). Êàòî ïðèìåð äà ðàçãëåäàìå Q äà áúäå äúëæèíàòà íà êðè-
âàòà f : [a, b]→ R èëè ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö f , x = a, x = b, y = 0. Ðàçãëåæäàìå
÷àñòòà ∆Q, êîÿòî îòãîâàðÿ íà ÷àñòòà îò äåëåíèåòî [x, x+ ∆x]. Òúðñèì ïðèáëèæåíà ñòîé-
íîñò íà ∆Q âúâ âèäà q(x)∆x, êîÿòî å ëèíåéíà ñïðÿìî íàðàñòâàíåòî ∆x. Êàçàíî ñ äðóãè
äóìè òúðñèì ïðåäñòàâÿíå

∆Q = q(x)∆x+ o(∆x).

Àêî Q å äúëæèíàòà íà êðèâàòà f , òî ∆Q îïèñâà äúëæèíàòà íà êðèâàòà f : [x,∆x] → R.
Çàìåñòâàìå äúëæèíàòà íà êðèâàòà ïðè t ∈ [x,∆x] ñúñ ñòîéíîñòòà

√
1 + (f ′(t))2∆x. Àêî Q

å ëèöåòî íà êðèâîëèíååí òðàïåö, òî çàìåñòâàìå ∆Q ñ f(x)∆x. Â äâàòà ñëó÷àÿ å èçïúëíåíî

∆Q−
√

1 + (f ′(t))2∆x = o(∆x) è ∆Q− f(x)∆x = o(∆x). Îò àäèòèâíîñòòà íà Q ñëåäâà, ÷å

íà âñÿêî äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b] ñúîòâåòñòâà

Q =
∑

∆Q ∼
n∑
i=1

q(xi)∆xi.(63)

Òî÷íîñòòà íà ïðåäñòàâÿíåòî (63) ñå óâåëè÷àâà ñ íàìàëÿâàíå íà äèàìåòúðà íà äåëåíèåòî
{x} è ñëåäîâàòåëíî å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî

Q =
∑

∆Q = lim
d→0

n∑
i=1

q(xi)∆xi =
∫ b

a
q(x)dx.(64)

Îñíîâíèÿò ìîìåíò ïðè íàìèðàíåòî íà çàêîíè, êîèòî äà ñâúðçâàò òúðñåíà êîíñòàíòà
ñ îïðåäåëåí (Ðèìàíîâ) èíòåãðàë å äà ñå íàìåðè ëèíåéíî ñïðÿìî ∆x ïðèáëèæåíèå íà ∆Q.
Çàìåñòâàíåòî íà ñóìèòå ñ èíòåãðàë óíèùîæàâà ãðåøêàòà, êîÿòî ñå ãåíåðèðà ïðè ëèíåéíîòî
ïðèáëèæåíèå.

6.1 Ñòàòè÷åí ìîìåíò è öåíòúð íà òåæåñòòà íà êðèâà

Ùå ïðèïîìíèì:
1) Ñòàòè÷íèÿò ìîìåíò M íà ìàòåðèàëíà òî÷êà ñ ìàñà m, êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå
d îò äàäåíà ïðàâà å ðàâåí íà M = md.
2) Ñòàòè÷íèÿò ìîìåíò M íà n ìàòåðèàëíè òî÷êè ñ ìàñè mi, âñÿêà îò êîèòî ñå íàìèðà íà
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ðàçñòîÿíèå di îò äàäåíà ïðàâà å ðàâåí íà M =
n∑
i=1

midi. Èçïîëçâàìå óãîâîðêàòà, ÷å di èìàò

åäèí è ñúùè çíàê çà òî÷êèòå, êîèòî ñå íàìèðàò â åäíà è ñúùà ïîëóðàâíèíà, îïðåäåëåíà
îò ïðàâàòà è èìàò ðàçëè÷íè çíàöè çà òî÷êèòå, êîèòî ñå íàìèðàò â ðàçëè÷íè ïîëóðàâíèíà
îïðåäåëåíè îò ïðàâàòà.

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àé, â êîéòî òî÷êèòå íå ñà ðàçïîëîæåíè äèñêðåòíî, à çàïúëâàò öÿ-
ëà íåïðåêúñíàòà êðèâà `, êîÿòî å äåôèíèðàíà ñ ôóíêöèÿòà f : [a, b] → R. Äîïúëíèòåëíî
ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å êðèâàòà å åäíîðîäíà, ò.å. èìà åäíàêâà ïëúòíîñò ρ. Áåç äà íàìàëÿâà-
ìå îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å ρ = 1. Îò òîâà ïðåäïîëîæåíèå
ñëåäâà, ÷å ìàñàòà íà âñÿêà äúãà îò êðèâàòà ñå èçìåíÿ ñ ïðîìÿíàòà íà äúëæèíàòà íà äúãàòà.

Äà ðàçãëåäàìå ïðîèçâîëíà äúãà îò êðèâàòà, îòãîâàðÿùà íà [x,∆x]. Òàçè äúãà ñå
íàìèðà ïðèáëèçèòåëíî íà ðàçñòîÿíèå f(x) îò îñòà Ox. Òîãàâà å â ñèëà ïðèáëèæåíàòà
ôîðìóëà

∆M = f(x)
√

1 + (f ′(x))2∆x.

Ñëåä ñóìèðàíå è ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå Mx =
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx. Àíàëîãè÷íî

ñòàòè÷íèÿò ìîìåíò íà êðèâàòà ñïðÿìî îñòà Oy å ðàâåí íà

My =
∫ b

a
f−1(y)

√
1 + ((f−1)′(y))2dy.

Ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè Mx è My ïîçâîëÿâàò ëåñíî äà ñå íàìèðà öåíòúðúò íà òåæåñòòà
íà äàäåí îáåêò. Îò ôàêòà, ÷å êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà G(α, β) óäîâëåòâî-
ðÿâàò óñëîâèåòî ½àêî öÿëàòà ìàñà íà òÿëîòî (êðèâàòà) å ñúñðåäîòî÷åíà â òî÷êàòà G, òî
ñòàòè÷íèÿò ìîìåíò íà G ñúâïàäà ñúñ ñòàòè÷íèÿ ìîìåíò íà òÿëîòî (êðèâàòà)�. Îò ïðåäâà-
ðèòåëíèòå óñëîâèÿ çà êðèâàòà äà áúäå åäíîðîäíà ñ ïëúòíîñò ρ = 1 ñëåäâà, ÷å ìàñàòà íà
êðèâàòà m å ðàâíà íà íåéíàòà äúëæèíà |`|. Ñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèÿòà

αm = α|`| = α
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx = My =

∫ b

a
f−1(y)

√
1 + ((f−1)′(y))2dy

βm = β|`| = β
∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx = Mx =

∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx

è íàìèðàìå êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà à òåæåñòòà

α =

∫ b

a
f−1(y)

√
1 + ((f−1)′(y))2dy

|`|

β =

∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx

|`|
.(65)

Îò (65) ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî

2πβ|`| = 2π
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx

è çàêîíà íà Ïàï�Ãóëäèí:
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Òåîðåìà 6.1 (Pappus�Guldin) Îêîëíàòà ïîâúðõíèíà íà ôèãóðà, ïîëó÷åíà ïðè ðîòàöèÿ
íà êðèâà îêîëî íåïðåñè÷àùà ÿ îñ å ðàâíà íà äúëæèíàòà íà êðèâàòà óìíîæåíà ñ äúëæè-
íàòà íà îêðúæíîñòòà, êîÿòî îïèñâà öåíòúðúò íà òåæåñòòà íà ôèãóðàòà.

Íàèñòèíà ñúãëàñíî Òåîðåìà 5.7 è (65) ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî ðàâåíñòâî çà îêîëíàòà
ïîâúðõíèíà

S(F ) = 2π
∫ b

a
f(x)

√
1 + (f ′(x))2dx = 2πβ|`|,

êúäåòî 2πβ å ëèöåòî íà êðúãà, êîéòî ñå îïèñâà îò öåíòúðà íà òåæåñòòà, à |`| å äúëæèíàòà
íà êðèâàòà.

Ïðèìåð 6.1 Íàìåðåòå ñòàòè÷íèÿ ìîìåíò è öåíòúðà íà òåæåñòòà íà êðèâàòà f(x) =
x2, â èíòåðâàëà [0, 1] ñïðÿìî êîîðäèíàòíèòå îñè.

Ïðåñìÿòàìå ïîñëåäîâàòåëíî f
′
(x) = 2x, f−1(y) =

√
y, (f−1(y))

′
=

1

2
√
y
. Ñòàòè÷íèòå

ìîìåíòè ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy ñà ñúîòâåòíî

Mx =
∫ 1

0
x2
√

1 + 4x2dx ≈ 0.61

è

My =
∫ 1

0

√
y

√
1 +

1

4y
dy ≈ 0.85.

Äúëæèíàòà íà ïàðàáîëàòà å |`| =
∫ 1

0

√
1 + 4x2dx ≈ 1, 48. Öåíòúðúò íà òåæåñòòà çà ïàðà-

áîëàòà èìà êîîðäèíàòè α =
My

|`|
≈ 0, 58 è β =

Mx

|`|
≈ 0, 41.

6.2 Ñòàòè÷åí ìîìåíò è öåíòúð íà òåæåñòòà íà êðèâîëèíååí òðàïåö

Äà ðàçãëåäàìå êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, îïðåäåëåí îò f : [a, b] → R, x = a, x = b,
y = 0. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ìàñàòà å ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíà âúðõó öåëèÿ êðèâîëèíååí òðà-
ïåö, ò.å. èìà åäíà è ñúùà ïëúòíîñò ρ. Áåç äà ñå íàìàëÿâà îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà
ìîæåì äà ïðèåìåì ρ = 1. Ùå îïðåäåëèì ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè Mx è My ñïðÿìî êîîðäè-
íàòíèòå îñè Ox è Oy. Äà ðàçãëåäàìå äåëåíèå {x} íà èíòåðâàëà [a, b]. Ìîæåì äà ïðèåìåì,
÷å êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö xixi+1f(xi+1)f(xi) å áëèçúê äî ïðàâîúãúëíèê è äà ïðèáëèæèì
ëèöåòî ìó ñ f(xi)∆xi. Îò ðàâíîìåðíàòà ïëúòíîñò íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö ñëåäâà, ÷å
ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å öåíòúðúò íà òåæåñòòà ñå íàìèðà â öåíòúðà íà ïðàâîúãúëíèêà, êîé-
òî àïðîêñèìèðà xixi+1f(xi+1)f(xi). Öåíòúðúò íà ïðàâîúãúëíèêà ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå
f(x)

2
îò Ox è x+

∆xi
2

îò Oy. Òîãàâà îò ôîðìóëèòå çà ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè ïîëó÷àâàìå

∆Mx = midi = f(x).∆x
f(x)

2
=

(f(x))2∆x

2
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è

∆My = midi = f(x).∆x
(
x+

∆x

2

)
= f(x)x∆x+ o(∆x) = f(x)x∆x

è ñëåä ñóìèðàíå è ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ôîðìóëèòå

Mx =
1

2

∫ b

a
(f(x))2dx

è

My =
∫ b

a
xf(x)dx.

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ íà êðèâà è ïðè ðàâíèííà ôèãóðà êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà
òåæåñòòà G(α, β) óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

α
∫ b

a
f(x)dx = My =

∫ b

a
xf(x)dx

β
∫ b

a
f(x)dx = Mx =

1

2

∫ b

a
(f(x))2dx

è íàìèðàìå êîîðäèíàòèòå íà öåíòúðà íà òåæåñòòà

α =

∫ b

a
xf(x)dx

S
(66)

β =

1

2

∫ b

a
(f(x))2dx

2S
,(67)

êúäåòî S å ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿò òðàïåö.
Ðàâåíñòâî (67) å åêâèâàëåíòíî íà

2πSβ = π
∫ v

a
(f(x))2dx,(68)

êúäåòî S å ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, β e êîîðäèíàòàòà ïî îñòà Oy íà öåíòúðà
íà òåæåñòòà íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö, à îò äÿñíàòà ñòðàíà íà ðàâåíñòâîòî å ôîðìóëàòà
çà îáåìà íà ðîòàöèîííîòî òÿëî, ïîëó÷åíî ïðè çàâúðòàíåòî íà f îêîëî îñòà Ox. Îò (67)
ïîëó÷àâàìå çàêîíà íà Ïàï�Ãóëäèí:

Òåîðåìà 6.2 (Pappus − Guldin) Îáåìúò íà òÿëî, êîåòî å ïîëó÷åíî ïðè ðîòàöèÿ íà
ôèãóðà f îêîëî îñ, êîÿòî íå ïðåñè÷à f å ðàâåí íà ïðîèçâåäåíèåòî îò ëèöåòî íà f è
äúëæèíàòà íà îêðúæíîñòòà, êîÿòî ñå îïèñâà ïðè âúðòåíåòî îò öåíòúðà íà òåæåñòòà
íà f :

V = S.2πβ
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Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å àêî ðàçãëåäàìå êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö g(x) ≤ f(x), x = a,
x = b ñà â ñèëà ôîðìóëèòå çà ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè

Mx =
1

2

∫ b

a

(
(g(x))2 − (f(x))2

)
dx, My =

∫ b

a
x (g(x)− f(x)) dx.

Ïðèìåð 6.2 Íàìåðåòå ñòàòè÷íèÿ ìîìåíò è öåíòúðà íà òåæåñòòà íà êðèâîëèíåéíèÿ
òðàïåö f(x) = x2, x = 0, x = b è y = 0.

Ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy ñà ñúîòâåòíî

Mx =
1

2

∫ b

0
x4dx =

b5

10

è

My =
∫ b

0
x3dx =

b4

4
.

Ëèöåòî íà êðèâîëèíåéíèÿ òðàïåö å S =
∫ b

0
x2dx =

b3

3
. Öåíòúðúò íà òåæåñòòà íà êðèâîëè-

íåéíèÿ òðàïåö èìà êîîðäèíàòè α =
My

S
=

3b

4
è β =

Mx

S
=

10b2

3
.

Ïðèìåð 6.3 Íàìåðåòå öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ïîëóêðúã ñ ðàäèóñ r.

Áåç äà íàìàëÿâàìå îáùíîñòòà íà ðàçãëåæäàíèÿòà ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å öåíòúðúò
íà êðúãà ñúâïàäà ñ êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî. Äà ðàçãëåäàìå ïîëóêðúãà, êîéòî ñå íàìèðà â
ïúðâè è âòîðè êâàäðàíò. Êðèâàòà, êîÿòî îïðåäåëÿ ïîëóêðúãà å f(x) =

√
r2 − x2, x ∈ [−r, r].

Ïðåñìÿòàìå ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy.

Mx =
∫ r

−r
x
√
r2 − x2dx = 0

è

Mx =
1

2

∫ r

−r

(√
r2 − x2

)
dx =

2r3

3
.

Ëèöåòî íà ïîëóêðúãà å S =
πr2

2
. Öåíòúðúò íà òåæåñòòà G(α, β) íà ïîëóêðúãà èìà êîîð-

äèíàòè α =
My

S
=

4r

3π
è β =

Mx

S
= 0.

Ïðèìåð 6.4 Íàìåðåòå öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ôèãóðàòà, îãðàäåíà îò f(x) = cosx,

x = 0, x =
π

2
è y = 0.
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Ïðåñìÿòàìå ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy.

Mx =
1

2

∫ π/2

0
cos2 xdx =

π

8

è

My =
∫ π/2

0
x cosxdx =

π

2
− 1.

Ëèöåòî íà ôèãóðàòà å S = 1. Öåíòúðúò íà òåæåñòòà G(α, β) íà ïîëóêðúãà èìà êîîðäèíàòè

α =
My

S
=
π

2
− 1 è β =

Mx

S
=
π

8
.

Ïðèìåð 6.5 Íàìåðåòå öåíòúðà íà òåæåñòòà íà ôèãóðàòà, îãðàäåíà îò êðèâèòå f(x) =
x è f(x) = x2.

Ïðåñìÿòàìå ñòàòè÷íèòå ìîìåíòè ñïðÿìî îñèòå Ox è Oy.

Mx =
1

2

∫ 1

0

(
x2 − x4

)
dx =

1

15

è

Mx =
∫ 1

0
x
(
x− x2

)
dx =

1

12
.

Ëèöåòî íà ôèãóðàòà å S =
1

6
. Öåíòúðúò íà òåæåñòòà G(α, β) íà ôèãóðàòà èìà êîîðäèíàòè

α =
My

S
=

1

2
è β =

Mx

S
=

2

5
.

6.3 Õèäðîñòàòè÷íî íàëÿãàíå

Äîáðå èçâåñòåí å ôàêòúò, ÷å êîëêîòî ïî-äúëáîêî ñå íàìèðà îáåêò â ìîðåòî, òîëêîâà
ïî�ãîëÿìî å íàëÿãàíåòî âúðõó íåãî. Äà ðàçãëåäàìå õîðèçîíòàëíà ïëî÷êà ñ ëèöå S, êîÿòî å
ïîòîïåíà âúâ ôëóèä ñ ïëúòíîñò ρ íà d�ìåòðà äúëáî÷èíà. Îáåìúò íà ôëóèäà, íàìèðàù ñå
íàä ïëî÷êàòà å V = Sd è èìà ìàñà m = ρV = ρSd. Ñëåäîâàòåëíî ñèëàòà, ñ êîÿòî ôëóèäà
äåéñòâà âúðõó ïëî÷êàòà å F = mg = ρgSd. Íàëÿãàíåòî âúðõó âñÿêà òî÷êà îò ïëî÷êàòà å

P =
F

S
= ρgd.

Âàæåí çàêîí íà íàëÿãàíåòî ïðè ôëóèäèòå å, ÷å âúâ âñÿêà òî÷êà íà ôëóèäà íàëÿãàíåòî
å åäíî è ñúùî âúâ âñè÷êè ïîñîêè.Ñëåäîâàòåëíî íàëÿãàíåòî íà äúëáî÷èíà d âúâ âñè÷êè
ïîñîêè å P = ρgd.

Äà ðàçãëåäàìå ÿçîâèðíà ñòåíà ñ ôîðìàòà íà ðàâíîáåäðåí òðàïåö, êîéòî èìà ðàçìåðè
- äîëíà îñíîâà 30, ãîðíà îñíîâà 50 è âèñî÷èíà 20. Àêî âîäàòà å ñ äúëáî÷èíà 16, ïðåñìåòíåòå
íàëÿãàíåòî, êîåòî óïðàæíÿâà âîäàòà âúðõó ñòåíàòà. Íåêà ðàçãëåäàìå äåëåíèå {x}, 0 = x0 <
x1 < x2 < . . . < xn = 16 íà îòñå÷êàòà, êîÿòî îïèñâà âèñî÷èíàòà íà âîäíèÿ ñòúëá [0, 16].
Íåêà èçáåðåì ïðîèçâîëíè ξi ∈ [xi−1, xi]. Ïðåñìÿòàìå ëèöåòî íà òðàïåöà, êîéòî îòãîâàðÿ íà
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äåëåíèåòî ∆xi = [xi−1, xi], êàòî ãî àïðîêñèìèðàìå ñ ëèöå íà ïðàâîúãúëíèê Ai ñ ðàçìåðè
∆i = xi − xi−1 è wi = 46 − ξi. Çà ïðåñìÿòàíåòî íà wi èçïîëçâàìå ïîäîáíè òðèúãúëíèöè.
Ëèöåòî íà Ai å ðàâíî íà (46− ξi)∆i. Íàëÿãàíåòî, êîåòî óïðàæíÿâà ôëóèäà âúðõó èâèöàòà
Ai å ïðèáëèçèòåëíî êîíñòàíòà âúðõó öÿëàòà èâèöà è ìîæåì äà ãî çàìåñòèì ñ Pi = ρgxi.
Õèäðîñòàòè÷íîòî íàëÿãàíå ñå àïðîêñèìèðà ñ

∆F = PiS(Ai) = ρgξi(46− xi)∆i.

Ñëåä ñóìèðàíå ïî i è ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

F = lim
n→∞

n∑
i=1

ρgξi(46− xi)∆i =
∫ 16

0
ρgx(46− x)dx ≈ 4523ρg.

Ïëúòíîñòòà íà âîäàòà å 1000 è çåìíîòî ïðèòåãëÿíå å 9, 8. Òîãàâà ïîëó÷àâàìå F ≈ 4, 43.107.

6.4 Êîëè÷åñòâî èçòè÷àùà âîäà ïðåç øëþç íà ÿçîâèðíà ñòåíà

Íåêà ðàçãëåäàìå ÿçîâèðíà ñòåíà ñ øëþç ñ ïðàâîúãúëíà ôîðìà, êîéòî èìà øèðèíà
b. Íåêà âîäàòà å íà âèñî÷èíà h îò îñíîâàòà íà øëþçà è h0 å âèñî÷èíàòà îò ãîðíàòà ñòðàíà
íà øëþçà. Ïðåñìåòíåòå îáåìà âîäà, êîéòî èçòè÷à ïðåç øëþçà çà åäíà ñåêóíäà.

Ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî èçòè÷à âîäàòà, êîÿòî ñå íàìèðà íà ðàçñòîÿíèå h1 îò âúðõà íà
øëþçà å v =

√
2gh. Äà ðàçäåëèì âèñî÷èíàòà íà âîäàòà íàä øëþçà íà èíòåðâàëè ñ ðàâíè

äúëæèíè ∆x. Çà âñåêè ñåãìåíò ïðèáëèçèòåëíàòà ñêîðîñò íà âîäàòà å v =
√

2gξ1. Âîäàòà
èçòè÷à ñ òàçè ñêîðîñò ïðåç ïðàâîúãúëíèê ñ ðàçìåðè ∆x è b. Ñëåäîâàòåëíî êîëè÷åñòâîòî
âîäà, êîåòî ùå èçòå÷å ïðåç òîâà äåëåíèå å ∆Q = b

√
2gξi∆x. Ñëåä ñóìèðàíå è ãðàíè÷åí

ïðåõîä ïî ∆x→ 0 ïîëó÷àâàìå ôîðìóëàòà

Q = lim
n→∞

n∑
i=1

b
√

2gξi∆x = b
√

2g
∫ h

h0

√
xdx =

2b
√

2g

3

(
h3/2 − h3/2

0

)
.(69)

Â äåéñòâèòåëíîñò êîëè÷åñòâîòî èçòè÷àùà âîäà â ñåêóíäà å ìàëêî ïî-ìàëêî, çàùîòî âúâ
ôîðìóëàòà íå ñìå îò÷åëè òðèåíåòî íà ïîòîêà âîäà â ñòåíèòå íà øëþçà. Âúâ ôèçèêàòà
îïèòíî, çà ðàçëè÷íèòå ìàòåðèàëè ñå îïðåäåëÿ êîåôèöèåíò 0 < µ < 1 è òîãàâà ôîðìóëà
(69) ïðèäîáèâà âèäà

Q = µ
2b
√

2g

3

(
h3/2 − h3/2

0

)
.

Àêî h0 = 0 ñå ïîëó÷àâà ñëó÷àÿ çà êîëè÷åñòâîòî âîäà ïðåìèíàâàùî ïðåç âîäîïàä

Q = µ
2b
√

2g

3
h3/2.
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6.5 Êîíñóìàòîðñêè èçëèøúê

Íåêà p = p(x) å ôóíêöèÿòà íà òúðñåíå íà äàäåíà ñòîêà. Òîâà å öåíàòà, êîÿòî ôèðìàòà
èçèñêâà çà ïðîäàæáàòà íà x åäèíèöè. Åñòåñòâåíî ïðåäïîëîæåíèå å, ÷å êîëêîòî ïîâå÷å ñà
åäèíèöèòå ñòîêà x òîëêîâà ïî�íèñêà å öåíàòà p(x). Àêî â ìîìåíòà ñå ïðîäàâà êîëè÷åñòâîX
îò ñòîêàòà, òî ìîæåì äà ðàçãëåäàìå äåëåíèå íà èíòåðâàëà [0, X]. Íåêà ðàçäåëèì èíòåðâàëà
[0, X] íà ðàâíè ÷àñòè 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = X ñ äúëæèíà ∆x. Ïðàâîúãúëíèêúò
ñ ðàçìåðè [xi−1, xi] è p(xi) ïîêàçâà öåíàòà, êîÿòî áè ïëàòèë êóïóâà÷, àêî íà ïàçàðà ñå
ïðåäëàãàõà ñàìî xi íà áðîé åäèíèöè îò ñòîêàòà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî êóïóâà÷úò êóïè ∆x
áðîéêè íà öåíà P = p(X) < p(xi), òî ïå÷àëáàòà ìó ùå áúäå ∆Q = (p(xi)− P ) ∆x. Ñëåä
ñóìèðàíå ïî i è ãðàíè÷åí ïðåõîä ïîëó÷àâàìå

Q =
∫ X

0
(p(x)− P )dx

Âåëè÷èíàòà Q ñå íàðè÷à êîíñóìàòîðñêè èçëèøúê.
Êîíñóìàòîðñêèÿò èçëèøúê ïðåäñòàâëÿâà êîëè÷åñòâîòî ïàðè, êîèòî êóïóâà÷èòå áèõà

ñïåñòèëè, àêî êóïÿò ñòîêàòà íà öåíà P , à íå íà öåíàòà p(x), êîÿòî òå ñàìèòå áèõà áèëè
ñêëîíè äà ïëàòÿò.

Ïðèìåð 6.6 Àêî ôóíêöèÿòà íà òúðñåíå å p(x) = 1200− x

5
− x2

10000
, íàìåðåòå êîíñóìà-

òîðñêèÿ èçëèøúê ïðè ïðîäàæíî íèâî X = 500

Ïðåñìÿòàìå p(500) = 1200− 500

5
− 5002

10000
= 1075 è êîíñóìàòîðñêèÿ èçëèøúê

Q =
∫ 500

0
(p(x)− P ) dx ≈ 33333, 33.

6.6 Êðúâåí ïîòîê

Ñêîðîñòòà, ñ êîÿòî ñå äâèæè êðúâòà ïî êðúâîíîñíèòå ñúäîâå ñå çàäàâà ñ ôîðìóëàòà

v(r) =
P

4ηl
(R2 − r2),

êúäåòî R å ðàäèóñúò íà êðúâîíîñíèÿ ñúä, l å äúëæèíàòà ìó, r å ðàçñòîÿíèåòî äî öåí-
òðàëíàòà îñ íà êðúâîíîñíèÿ ñúä è η å âèñêîçèòåòà íà êðúâòà. Äà ðàçäåëèì ðàäèóñà íà
èíòåðâàëè 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = R ñ äúëæèíà ∆x. Ïîëó÷àâàìå ïðúñòåíè ñ äåáå-
ëèíà ∆x, ïî êîèòî êðúâòà ñå äâèæè ñ åäíàêâà ñêîðîñò. Ñëåäîâàòåëíî îáåìúò êðúâ, êîéòî
ïðîòè÷à ïðåç âñåêè åäèí îò òåçè ïðúñòåíè å ∆V = 2πxi∆x.v(xi). Ñóìèðàìå, èçâúðøâàìå
ãðàíè÷åí ïðåõîä è ïîëó÷àâàìå

V =
∫ R

0

2πxP

4ηl
(R2 − x2)dx =

πPR4

8ηl
.
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